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Die  allgemeine  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen, welche  von  Cauchy  begründet,  aber  zugleich  in  den 
Arbeiten  von  Gauss,  Abel  und  Jacobi  von  Anfang  an  mit  voll- 
endeter Sicherheit  enthalten  ist,  hat  Riemann  in  seiner  Inaugural- 
Dissertation  (Göttingen  1851)  in  neuer  Form  auszuführen  gesucht. 
Es  kam  ihm  darauf  an,  die  Definition  solch  einer  Funktion  unabhängig 
zu  machen  von  ihrem  analytischen  Ausdruck  bei  jedem  Wert  des 
Argumentes,  und  statt  dessen  die  Funktion  durch  notwendige  Be- 
stimmungsstücke vollständig  zu  definieren,  aus  denen  alle  ihre  Eigen- 
schaften folgen.  Denn  es  ist,  wie  Dirichlet  in  seiner  Gedächtnisrede 
auf  Jacobi  sagt,  die  immer  mehr  hervortretende  Tendenz  der  neueren 
Analysis,  Gedanken  an  die  Stelle  der  Rechnung  zu  setzen.  In  den 
Riemannschen  Arbeiten  über  die  Abelschen  Funktionen,  über  die 
linearen  und  partiellen  Differentialgleichungen  ist  dieselbe  am  ent- 
schiedensten durchgeführt  worden. 

Aber   für    einen  Hauptsatz    in    dieser  Theorie,    dass   die  partielle 

am  Rande  eines  beliebigen  ebenen  Gebietes  vorgeschriebene  Werte 
erhält,  wurde  der  Beweis,  welchen  Riemann  in  der  Ebene,  und  in 
ganz  analoger  Weise  Gauss  und  Dirichlet  für  die  Potentialfunktion 
im  Raum  gegeben  hatten,  von  Herrn  Weierstrass  als  unzureichend 
erkannt.  Der  Inhalt  des  Satzes  selbst,  der  eine  wesentliche  Eigenschaft 
der  Potentialfunktionen  (und  sonach  auch  der  Funktionen  einer  kom- 
plexen Veränderlichen)  aussagt,  welche  für  das  Verständnis  derselben 
nicht  wohl  entbehrt  werden  kann,  Hess  einen  vollständigen  Beweis 
desselben  wünschen.  Denn  ohne  den  Satz  ist  es  nicht  möglich,  die 
Abbildbarkeit  eines  beliebigen,  einfach  zusammenhängenden  Gebietes 
auf  den  Kreis  zu  behaupten,  oder  die  Abbildung  mehrfach  zusammen- 
hängender Flächen  aufeinander  zu  untersuchen;  auch  lässt  sich  ohne 
ihn  die  Theorie  der  Abelschen  Integrale  in  der  übersichtlichen  Weise 
Riemanns    nicht  beibehalten.     Desgleichen  beruhen  die  neueren  Ar- 

Harnack,  Die  Grundlagen  etc.  1 


Differentialgleichung  ^-^  -f  -^-^  =  0  stets  ein  Integral  besitzt,  welches 


2  Einleitung. 

beiten  der  Herren  Klein  und  Poincare  teilweise  wenigstens  auf 
der  Giltigkeit  dieses  Satzes^  der  überdies  für  physikalische  Aufgaben 
in  der  Ebene  und  im  Räume  Bedeutung  hat. 

Es  ist  das  grosse  Verdienst  der  Herren  Schwarz  und  Neumann, 
dass  sie  sichere  Beweise  unter  gewissen  Einschränkungen  geliefert 
haben.  Indem  ich  über  diese  Arbeiten  kurz  referiere,  möchte  ich  er- 
kennen lassen,  welche  Lücke  mich  zu  meinen  Studien  veranlasst  hat. 

Herr  Schwarz  hat  das  Problem  vornehmlich  in  zwei  verschiedenen 
Arbeiten  behandelt.  Die  erste  derselben:  „Zur  Theorie  der  Abbildung"* 
geht  von  dem  Satze  aus,  dass  jedes  von  geradlinigen  Strecken  be- 
grenzte Polygon  auf  einen  Kreis  konform  abbildbar  ist,  ein  Satz,  der 
zugleich  von  Herrn  Christof  fei  in  expliciter  Form  ausgeführt  worden 
ist.**  Lässt  man  das  Polygon  mehr  und  mehr  in  eine  einfach  ge- 
schlossene Kurve  übergehen,  so  wird  schliesslich  die  konforme  Ab- 
bildung der  von  dieser  Kurve  begrenzten  Fläche  auf  einen  Kreis 
—  oder  genauer  gesagt:  die  Existenz  der  Greenschen  Funktion  — 
mittels  bestimmter  Konvergenzmethoden  erkannt.  Diese  Methoden 
sind  aber  so  formuliert,  dass  die  begrenzende  Kurve  als  überall  konvex 
nach  aussen  angenommen  werden  muss.  Sie  gelten  also  nur  für  diese 
geometrisch  eigenartig  definierten  ebenen  Flächen,  und  lassen  sich  auch 
nicht  auf  den  Raum  übertragen. 

Die  zweite  x4rbeit  des  Herrn  Schwarz***,  welche  überhaupt  in 
gedrängtester  Kürze  eine  ganze  Theorie  der  Potentialfunktionen  ein- 
schliesst,  geht  von  dem  Satze  aus,  dass  jedes  analytische  Kurvenstück 
ohne  singulare  Punkte,  mit  einer  gewissen  Umgebung  zu  beiden  Seiten 
der  Kurve,  stets  auf  eine  ebene  Fläche  so  abgebildet  werden  kann,  dass 
den  Punkten  des  Kurvenstückes  die  Punkte  einer  Geraden  entsprechen. 
Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Darstellung  der  Koordinaten  der  Kurven- 
punkte mittels  Potenzreihen  einer  reellen  Variabelen,  sobald  man 
dieser  Variabelen  auch  komplexe  Werte  beilegt.  Eine  von  beliebigen 
analytischen  Kurvenstücken  begrenzte  Fläche  lässt  sich  in  Teile  zer- 
legen, die  in  solcher  Weise  abbildbar  sind,  und  es  wird  nun  durch 
bestimmte  Konvergenzbetrachtungen  bewiesen,  dass  für  die  gesamte, 
aus  solchen  Teilen  kombinierte  Fläche  die  Bestimmung  der  Funktion 


*  Programm  der  eidgen.  polyt.  Schule.     Zürich  1869/70. 
**  Sul  problema  delle  temperature  stazionarie  e  la  rappresentazione  di  una 
data  superficie.    Annali  di  Mat.  S.  II.  T.  I.  .,„         oo 

***  Über  die    Integration   der  partiellen  Differentialgleichung  ^^  +  ^^2  =  " 

unter    vorgeschriebenen    Grenz-    und    Unstetigkeitsbedingungen.     Monatsberichte 
der  Akademie  z.  Berlin,  Oktober  1870. 
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aus  ihren  Randwerten  möglich  ist,  weil  für  jeden  einzelnen  Teil 
dieser  Satz  gilt.  Abgesehen  davon,  dass  das  Auftreten  von  singulären 
Punkten  am  Rande  die  Anwendbarkeit  der  Methode  etwas  erschwert, 
wird,  so  weittragend  die  Bedeutung  des  Beweises  auch  ist,  durch  die 
Forderung  eines  analytischen  Charakters  der  Begrenzung  eine  nicht 
notwendige  Bedingung  von  vornherein  für  die  Untersuchung  gestellt, 
die  bei  dem  zuerst  genannten  Beweise  nicht  vorkam.  Auch  unterliegt 
die  Methode  der  Einschränkung,  dass  sie  sich  nicht  auf  den  Raum 
übertragen  lässt,  da  es  dort  einen  analogen,  einfachen  Ausgangspunkt 
nicht  giebt. 

Durch  seine  „Methode  des  Arithmetischen  Mittels"*  hat  nun 
Herr  Neumann  gleichzeitig  einen  Weg  angegeben,  auf  welchem  das 
genannte  Problem  direkt,  und  zwar  in  ganz  gleichartiger  Weise  für 
die  Ebene  wie  für  den  Raum,  erledigt  wird,  sobald  die  Tangenten 
der  begrenzenden  Kurve  (resp.  die  Tangentialebenen  der  begrenzenden 
Fläche)  nicht  in  das  Innere  des  Gebietes  eintreten,  Gebiete  also, 
deren  Grenzen  man  wiederum  kurz  als  „konvex  nach  aussen"  be- 
zeichnen kann.  Mit  Hilfe  der  von  Herrn  Neumann  ebenfalls  ge- 
fundenen und  noch  weiter  ausgebildeten  Kombinationsmethoden  kann 
man  nun  auch  solche  Gebiete  berücksichtigen,  welche  aus  der  Ver- 
schmelzung mehrerer  Gebiete  dieser  Art  entstehen,  oder  wenn  man 
Gebiete  von  höherem  Zusammenhange  darstellen  will,  aus  der  Ab- 
trennung eines  solchen  Gebietes  im  Innern  eines  anderen.  Welchen 
Nutzen  der  Satz  trotz  dieser  Beschränkung  gewährt,  hat  Herr  Neu- 
mann neuerdings  gezeigt**  indem  es  ihm  gelungen  ist,  sämtliche 
Existenztheoreme  Riemanns  in  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale 
zu  beweisen,  wobei  man  lediglich  von  der  Lösung  der  Randwert- 
aufgabe nur  für  einen  Kreis  auszugehen  hat. 

Doch  die  Potential theorie,  und  zumal  die  Theorie  im  Räume,  kann 
bei  diesen  Ergebnissen  nicht  stehen  bleiben:  denn  das  Problem  bleibt 
unerledigt,  sobald  man  es  mit  einem  ebenen  Gebiet  zu  thun  hat,  bei 
welchem  die  Randkurve  (ohne  analytischen  Charakter)  teilweise  oder 
überall  konkav  nach  aussen  liegt,  oder  mit  einem  Körper,  dessen  Be- 
grenzungsflächen (auch  mit  \  analytischem  Charakter)  konkav  nach 
aussen  oder  konkav -konvex  sind.     Denn  derartige  Gebilde  lassen  sich 


*  Zuerst  mitgeteilt  in  den  Berichten  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  der  W.  vom 
21.  April  und  31.  Oktober  1870.  Ausführlicher  dargestellt  in  den  „Untersuchungen 
über  das  Logarithmische  und  Newtonsche  Potential".     Leipzig  1877. 

**  Vorlesungen    über    Riemanns    Theorie    der  Abelschen  Integrale.     2.  Aufl. 
Leipzig  1884. 
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im  allgemeinen  nicht  melir  durcli  Kombinierungen  aus  den  andersartigen 
Gebieten  zusammensetzen. 

Es  besteht  sonach,  zumal  in  der  Theorie  des  Newtonschen 
Potentiales,  eine  sehr  fühlbare  Lücke,  von  welcher  Herr  Neumann 
in  der  Vorrede  zu  dem  genannten  Buche  sagt:  „Sollte  es  in  Zukunft 
gelingen,  diese  höchst  unangenehme  Einschränkung  (bezüglich  der  nach 
aussen  überall  konvexen  Flächen)  durch  eine  geeignete  Modifikation 
jener  Methode,  resp.  durch  die  Substitution  einer  neuen  Methode  zu 
beseitigen,  so  würde  dadurch  nicht  allein  ein  befriedigender  Beweis 
des  Dir  ichl  et  sehen  Prinzips,  sondern  zugleich  eine  Position  ge- 
wonnen sein,  welche  für  die  ganze  Theorie  des  Potentials  von  grösster 
Wichtigkeit  wäre." 

Trotz  mancher  Versuche  ist  es  mir 'nicht  geglückt,  die  durch 
ihre  Einfachheit  ausgezeichnete  Methode  des  arithmetischen  Mittels 
für  Gebiete  mit  beliebiger  Begrenzung  auszubilden*  und  ich  kehrte 
daher  zu  der  einfacheren  Aufgabe  zurück,  zunächst  für  beliebig  be- 
grenzte, ebene  oder  räumliche  Gebiete  die  Existenz  der  Green  sehen 
Funktion  nachzuweisen,  um  dann  hieraus  mit  Hilfe  einer  genaueren 
Diskussion  der  Greenschen  Integralformel  die  Existenz  der  Funktion 
mit  beliebigen  Randwerten  zu  erkennen. 

Eine  für  die  Ebene  wie  für  den  Raum  gleich  anwendbare  Me- 
thode, die  von  dem  Polygon  resp.  vom  Polyeder  auszugehen  hat, 
ergab  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  erst  genannten  Unter- 
suchung des  Herrn  Schwarz.  Es  mussten  zu  diesem  Zweck  nur 
einige  einfache  Konvergenzsätze  für  die  Potentialfunktionen  gefunden, 
und  insbesondere  die  Eigenschaften  der  Greenschen  Funktion  schärfer, 
als  es  bisher  geschehen,  festgestellt  werden.  Dann  wird  es  in  der 
That  möglich,  auch  die  Greensche  Integralformel  in  einer  gewissen 
Modifikation  zu  beweisen  und  für  das  Existenztheorem  zu' benutzen. 
Die  gewöhnliche  Form  des  Greenschen  Integrales  erhält  man,  sobald 
die  Raumkurve  von  analytischem  Charakter  ist. 

Diese  Ergebnisse,  welche  ich  in  den  Berichten  der  K.  Sachs. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  (Jahrgang  1886)  mitgeteilt  habe, 
veranlassten  mich,  die  Theorie  des  Potentiales  in  der  Ebene  und  im 
Räume  in  systematischer  Weise,  zugleich  mit  einer,  wie  mir  scheint, 
möglichst  vereinfachten  Integrationsmethode  der  partiellen  Diff'erential- 
gleichung  2.  Ordnung,   zu  behandeln.     Indessen  ergab  sich  bald,  dass 

*  H.  Neumann  selbst  hat  soeben  weitere  Untersuchungen  über  seine  Methode 
begonnen,  die  eine  Ausdehnung  derselben  erhoflFen  lassen.  Im  Xlll.  Bande  der 
Abh.  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  der  W.  1887. 
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eine  parallele  Behandlung  der  ebenen  und  der  räumliclien  Probleme 
nicht  zweckmässig  ist,  zumal  da  sich  in  der  Ebene  einige  wesentliche 
Fragen  mittels  der  konformen  Abbildung  erledigen  lassen,  was  in 
gleicher  Weise  im  Raum  nicht  möglich  ist.  So  ist  zunächst  die  vor- 
liegende Arbeit  für  die  Ebene  allein  entstanden,  von  der  ich  wünsche, 
dass  sie  sich  als  brauchbare  Grundlage  der  allgemeinen  Theorie  er- 
weisen möge.  Wieviel  ich  dabei  den  vorgängigen,  oben  genannten 
Arbeiten  verdanke,  habe  ich  bereits  angedeutet.  Hier  möchte  ich 
noch  besonders  hervorheben,  dass  meine  Arbeit,  abgesehen  von  der 
Erweiterung  des  Existenztheorems  und  der  Ergänzung  einiger  wesent- 
licher Lücken  in  der  allgemeinen  Theorie,  auch  bei  der  konformen 
Abbildung  analytis'ch  begrenzter  Flächen,  nichts  anderes  bezweckt, 
als  unter  einheitlichem  Gesichtspunkt  und  in  einheitlicher  Form  die 
früheren  Arbeiten  darzustellen,  die  der  Form  nach  voneinander  ab- 
weichen, während  sie  dem  Inhalte  nach  völlig  verwandt  sind,  und 
deren  Verständnis  teils  durch  ihre  kurze  Ausdrucksweise,  teils  da- 
durch, dass  sie  andersartige  Untersuchungen  mit  hereinziehen,  nicht 
leicht  ist. 

Meiner  Darstellung  habe  ich  durch  die  Beschränkung  auf  ein- 
deutige Funktionen  in  der  Ebene  mit  vorgeschriebenen  ünstetigkeiten 
einen  bestimmten  Abschluss  zu  geben  gesucht.  Denn  mit  Hilfe  dieser 
Resultate  lassen  sich,  sobald  nur  noch  die  einfache  Übertragung  von 
der  Ebene  auf  Teile  der  Rie  mann  sehen  Fläche  vollzogen  wird,  die 
allgemeinen  Sätze  in  der  Theorie  der  Ab  eischen  Funktionen  beweisen. 
Desgleichen  begründen  sie  die  Untersuchung,  welche  Herr  Schottky 
über  die  konforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  Flächen 
ausgeführt  hat,  und  ebenso  den  allgemeinen  Satz  des  Herrn  Poincare 
über  die  Darstellung  mehrdeutiger  Funktionen  mittels  eindeutiger. 

Im  letzten  Kapitel  bin  ich  kurz  auf  die  konforme  Abbildung  ein- 
facher Flächen  eingegangen,  als  erste  und  einfachste  Anwendung,  zu 
welcher  die  Rie  mann  sehe  Theorie  der  komplexen  Funktionen  geführt 
hat.  Ich  musste  dabei  auf  einige  Lücken  aufmerksam  machen,  die 
bei  den  bisherigen  Beweisen  der  allgemeinen  Aussagen  vorhanden 
waren.  Im  übrigen  habe  ich  -die  Methoden  und  Lehrsätze  möglichst 
so  einzurichten  gesucht,  dass  sie  auf  die  analogen  Probleme  im  Raum 
übertragbar  werden.  Trotzdem  wird  eine  vollständige  Theorie  der 
Potentialfunktionen  im  Raum  noch  an  mehreren  Stellen  neue  Unter- 
suchungen erfordern.  Zu  denselben  neue  Anregung  zu  geben  ist  ein 
weiterer  Zweck  dieser  Schrift. 


Erstes  Kapitel. 


Allgemeine  Sätze  über  das  logaritlimische  Potential 
und  die  Potentialfunktionen. 


§1. 

Ist  zwisclieii  einem  Massenpunkt  ^  mit  den  Koordinaten  a,  h  und 
einem  anderen  Massenpunkt  m  mit  den  Koordinaten  x^  y  eine  Ab- 
stossungskraft  It  vorhanden,  welche  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  a 
proportional  ist,  so  ist 

E  =  i^,     s=y{x-df^{y-Vf 

und  die  Komponenten  Z,  Y  der  von  ft  auf  m  ausgeübten  Beschleunigung 
besitzen  die  Werte  *   ?^* 

\im    x  —  a_\imdB         _  ^m     y  —h  _  ^m  gg 

Wirken  auf  den  Punkt  m  mehrere  Massen  f^i,  f*2?  i^a?  •  •  •  ^^^  den  Ent- 
fernungen £ij  ^2  7  hy  ■■•  ^^^  "^^^^  ^11®  ^^  derselben  Ebene,  und  setzt  man 

so  werden  die  Komponenten  der  gesamten  beschleunigenden  Kraft, 
welche  auf  den  Punkt  m  wirkt,  durch  die  Werte 

^  du       ^  du 

dx  cy 

dargestellt.  Die  Grösse  u  heisst  das  logarithmische  Potential 
der  Massen  ft.  Der  Wert  desselben  ist  von  der  Wahl  der  Massen- 
einheit und  von  der  Wahl  der  Längeneinheit  abhängig.  Wird  die 
lineare  Einheit  um  das  n- fache  geändert,  so  ändert  sich  der  Wert 
des  Potentiales  um  eine  additive  Konstante. 

Sind  r,  ^  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  m,  welcher  beweglich 
gedacht  wird,  und  n,  ^a  die  Polarkoordinaten  eines  Massenpunktes  ft*, 
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welcher  fest  ist,  so  ist  l(sk)  gleicli  dem  reellen  Teil  von  l{re'^~rke'^k)- 
Ist  also  n-  >  ^?  so  wird 

Ist  r  ^  rjc,  so  wird 

Auch  für  r  ==  r^.  gilt  diese  Entwickelung,  wenn  '0'  von  d^k  verschieden  ist. 
Wenn  also  sämtliche  Pimkte  ^k  ausserhalb  eines  um  den  An- 
fangspunkt der  Koordinaten  beschriebenen  Kreises  liegen,  während  m 
im  Innern  desselben  sich  befindet,  so  lässt  sich  das  Potential  nach 
steigenden  Potenzen  von  r  entwickeln: 

u  =  Uo+^  —  ctnr''y  wohei  UQ  =  'S^^kly—p    «^=^^1*— cos«('^-'9'a). 

n=l  k  '  k 

Liegen  dagegen  sämtliche  Punkte  ^k  innerhalb  eines  Kreises,  und  m 
ausserhalb  desselben,  so  wird  das  Potential  nach  steigenden  Potenzen 

von  -     entwickelbar,  und  es  ist 
r 

/  1  \     ^  ===  y  1        / 1  \  w 

u=Ml\^~j-{-^  —  anyjJ>  woheiM=='S^^ky  an  =^^krk'' cos n{&-^k)' 

n  =  l  k  k 

Die  Grösse  31  stellt  die  Gesamtmasse  des  Systemes  dar.  Rückt 
der  Punkt  ni    ins    Unendliche,    so    wird    das    Potential   logarithmisch 

unendlich,  und  zwar  wie  Mly  —  j  für  r  =  cc.  Nur  wenn  die  Ge- 
samtmasse null  ist,  bleibt  das  Potential  endlich;  es  erhält  im  Un- 
endlichen den  Wert  null. 

Ist  die  Masse  über  eine  ebene  Fläche  stetig  ausgebreitet,  so  ist 
das  Massenelement  dM=däadhy  wobei  d  die  Dichtigkeit  der  Belegung 
bezeichnet;   also  ist 

M  =  I  Cddadh,     u  =  f  f  8l{^-~^  dadl. 

Liegen  auch  hier  die  Massen  ausserhalb  eines  Kreises,  der  um  den 
Koordinatenanfangspunkt  beschrieben  ist,  und  sind  q,  7]  die  Polar- 
koordinaten der  Massenelemente,  r,  0-  die  Polarkoordinaten  irgend 
eines  im  Innern  des  Kreises  befindlichen  Punktes,  so  ist  in  diesem 
der  Wert  des  Potentiales 

u-=l  I  8li     )  Q  dQ  drj  -l-^—r''  I    1  öl-- j  cos n(d' —  rf)  g  dg  dr^. 
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Die  Doppelintegrale  beziehen  sich  auf  die  mit  Masse  belegte 
Fläche.  Liegen  dagegen  die  Massenpunkte  innerhalb  des  Kreises,  so 
ist  für  jeden  Punkt  r,  d-,  der  ausserhalb  des  Kreises  sich  befindet 

u  =  ll-]    I   I  ÖQ  (Jq  dri -{-^  —  y  J     j    j  ÖQ""  cosn{d- —  7])  gdgäri. 

Auch  hier  wird  das  Pol^ential,  wenn  der  Punkt  m  ins  Unend- 
liche rückt,  entweder  logarithmisch  unendlich  oder  null,  je  nachdem 
31  von  null  verschieden  oder  gleich  null  ist. 

Beispiel.  Für  eine  Kreisfläche  mit  dem  Radius  a  und  gleich- 
massiger  Belegung  ist 

M=7ia^ö,     u  =  d  I   1 1  (-)dadb. 
Ist  r,  d^  ein  Punkt  ausserhalb  des  Kreises,  so  wird 

27t   a 
0      0 

Ist  r,  d-  ein  Punkt  innerhalb  des  Kreises,  so  wird 

27t    r  27t   a 

ur>d  I  I  [l\-]-{--cos(d'-r})  +  ...']QdQd7}  +  d  I    1  [l(~~)  +  -cos(d--r})...]QdQdri 

0      0  0      r 

r  a 

=  2ndl  (^)  fQdQ  +  2jtö  fli^-^gdg  =  -|^^'  +  C, 
wobei 

c=,*..[i+,(i)]-4i.,(i)].  •• 

Ist  die  Masse  über  eine  ebene  Kurve  stetig  ausgebreitet,  deren 
Bogenelement  ds  ist,  so  ist  dM  =  dds^  also 


M-f'dds,    u^Cöli^ds. 


Auch  hier  gelten  analoge  Reihenentwickelungen  wie  im  vorigen 
Falle. 

Beispiel:  Für  eine  Kreisperipherie  mit  dem  Radius  a  wird, 
wenn  sie  mit  Masse  gleichmässig  belegt  ist,  M=^27tad,  Also  ist 
für  Punkte  ausserhalb  des  Kreises; 
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u  =  d  I  [l{^^  +  -COS  (0-  -  iy) . . .]  ach]  =  Ml  ü^ 

0 

und  für  Punkte  innerhalb  des  Kreises 

271 


U 

0 


§2. 

In  jedem  Punkt  der  Ebene ^  der  ausserhalb  der  wirkenden  Massen 
liegt,  erhält  das  Potential  einen  bestiuimten  Wert,  der  sich  stetig 
ändert.  Dasselbe  gilt  auch  von  den  Differentialquotienten,  sowohl 
erster  als  höherer  Ordnungen,  da  diese  ebenfalls  die  Form  von 
Summen  oder  von  Integralen  erhalten,  in  denen  die  einzelnen  Terme, 
resp.  die  zu  integrierende  Funktion  überall  endlich   und  stetig  bleiben. 

Es  ist 

du  _  ^       a  X  —  a        d^  u  __  ^  Fl       2  (x  —  ayi 

und  analoge  Gleichungen  bestehen,  wenn  das  Potential  mittels  eines 
zweifachen  oder  einfachen  Integrales  definiert  ist.  Sonach  ist  das 
logarithmische  Potential  eine  Funktion,  welche  in  allen  endlichen 
Gebieten  der  Ebene,  die  ausserhalb  der  wirkenden  Massen  liegen, 
nebst  ihren  Ableitungen  endlich,  eindeutig  und  stetig  ist  und  der 
partiellen  Differentialgleichung 

d'^u       d'^u  _ 

genügt. 

Eine  jede  Funktion  u  (x,  y),  welche  innerhalb  eines  gegebenen 
Gebietes  in  der  Ebene  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist, 
während  die  zweiten  Ableitungen  in  Bezug  auf  die  beiden  Variabelen 
integrierbar  sind  und  die  partielle  Differentialgleichung 

oder  in  Polarkoordinaten  die  partielle  Differentialgleichung 


1)  -~  +  ^"  =  0 


^.  d^u         {   du     ,     1   d^U        ^         ^  d^U       ,    d'^U        ^ 

^)  ^~^  +  ~  ^~  +  ~2  ^Q.'>  =  ^     oder     7— |-^  +  -rö  =  0 
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befriedigen,  ist  durch  eine  Fouriersclie  Eeihe  und  zwar  in  folgender 
Form  darstellbar*.  Beschreibt  man  um  einen  inneren  Punkt  des  Ge- 
bietes einen  Kreis  mit  dem  Radius  r,  so  ist  für  alle  Punkte  dieses 
Kreises 

A-==op 

u  =  Aq  +2^  ^k  cos  h^  +  Bk  sin  k^, 
A^  =  —  I  ud^,     Ak  =  -  I  ucoshd-dd',     Bk=      1  usin.Jcd'dd: 

—  n  —rt  —n. 

Die  Koeffizienten  A^^  Ak,  Bu  sind  Funktionen  von  r.  Um  die  Form  der- 
selben zu  ermitteln,  bilde  man  aus  der  partiellen  Differentialgleichung 
die  Gleichungen: 

1  rpl,^+jL  r^,^+A^  f^^ä^^o, 

—  71  —ft  —71 

+  Jt  +7t  +7t 

%J    dr^  TtrJ    dr  '^^  J    ^^ 

—  71  —7t  —71 

■\-7t  -\-7t  +7t 

i    r|^sin7c^^^  +  -^   r|^sinÄ^c?^  + A  /'|-^,  sin/c^^^  =  0. 

%J    dr^  %rj    dr  itr^ J    d^'"' 

—  7t  —7t  —7t 

Dieselben  erhalten,  wenn  man  in  dem  letzten  Integrale  jedesmal  die 
partielle  Integration  ausführt,  die  Form: 

dr'^         r    dr  ' 

d^Ak   ,    1  ^^*  _  ^'  .    _  A 
'd?^'^  r'd^       r^    '        ' 

dUh  ^  1  dBk      h' 
dr'^        r    dr        r^ 

Aus  der  Integration  derselben  erhält  man  die  Werte: 

A  =  «o  +  «VW 

Ak  =  akr^  +  a'kr-^ 
Bk  =  hk  r'  +  h^kr-  K 

*  In  Bezug  auf  die  Lehrsätze  über  die  Fouriersche  Reihe,  die  übrigens  hier- 
bei immer  nur  unter  den  geläufigsten  Bedingungen  benutzt  werden,  darf  ich  auf 
den  2.  Band  meiner  Bearbeitung  des  Lehrbuches  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung von  Serret  (Leipzig,  1885)  verweisen. 
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Die  Funktion  u  ist  also  darstellbar  durch  eine  konvergente  Reihe  von 
der  Form 

k  =  l 

Diese  Reihe  konvergiert  auf  allen  Kreisen,  die  innerhalb  des  Gebietes 
liegen,  in  welchem  tt  in  der  angegebenen  Weise  definiert  war.  Da 
der  Punkt  r  =  0  im  Innern  dieses  Gebietes  angenommen  wurde,  so 
müssen  die  Integrale  Ai-,  Bk  auch  für  r  =  0  endlich  bleiben,  d.  h.  die 
Koeffizienten  a'^,  «'/.,  ^k  müssen  null  sein.     Also  ist 

4)  u  =  a^^-\^  ^  {pk  cos  li^  -f-  hk  sin  h%)  r*. 

*  =  1 
Die  konstanten  Koeffizienten  werden  durch  die  Werte  bestimmt, 
welche  die  Funktion  u  auf  irgend  einem  Kreise  besitzt,  der  innerhalb 
des  Gebietes  liegt,  oder  allenfalls  bis  an  die  Grenzen  desselben  heran- 
reicht. Nennt  man  den  Radius  eines  solchen  Kreises  r^,  die  Werte, 
welche  ti  auf  demselben  besitzt,   C/,  so  ist 

-\-7t  +7t 

^0  =  ö^o  =  s~  /  Udd'j        Ak  =  ükT.^  =  —  I  Ucos Icd'dd'y 

27rJ  TtJ 

7t  7t 

4-  TT 

Bk=hri^=—  I  UsinJcd'dd^. 

—  n 

Diese  Darstellung  gilt  sonach  insonderheit  für  jedes  Potential  längs 
eines  jeden  Kreises,  der  keine  wirkenden  Massen  einschliesst. 

Auf  einem  Kreise  aber,  in  dessen  Innerem  ein  Gebiet  vorhanden 

ist,  in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung  ^-g  +  —^  ==  0  nicht 

mehr  besteht,  gilt  die  zuerst  gefundene  allgemeinere  Entwickelung. 

Da  nun  das  Potential  von  Massen,  die  sämtlich  im  Endlichen 
gelegen  sind,  im  Unendlichen  selbst  nur  logarithmisch  unendlich 
werden  kann,  so  ist  das  Potential  solch  eine  besondere  Funktion  w, 
dass  für  dasselbe  auf  einem  beliebig  grossen  Kreise  die  Entwickelung 
besteht: 

k=cc  ^ 

5)  w  =  a'o l  (-)  +  V (a'k  cos Icd'  +  h'k  sink^)  (^IV- 

k  =  l 

Aus  der  Reihe  4)  folgt  der  Satz:  Ist  das  Potential  von  Massen, 
die  sämtlich  ausserhalb  einer  zusammenhängenden  Fläche  liegen,  in 
irgend   einem  Teile   dieser  Fläche  konstant^  so  ist  das  Potential  in 
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dieser  ziisammenliängendeii  Fläche  überall  konstant.  Denn  konstruiert 
man  in  dem  Teil  der  ebenen  Fläclie^  in  welchem  das  Potential  kon- 
stant ist,  einen  Kreis  mit  dem  Radius  p,  so  ist  auf  diesem  Kreise 
sowohl,  als  auch  auf  allen  konzentrischen  Kreisen  r  <,  q  das  Potential 

ü   darstellbar    durch    eine    Reihe      L^p  +  ^  («a-  cos  ^-9-  -f  hk  sin  hd')  rK 

k=l 

Diese  Entwickelung  gilt  aber  auch  für  die  konzentrischen  Kreise  r, 
deren  Radien  grösser  sind  als  p,  solange  dieselben  ganz  im  Innern 
der  vorgegebenen  zusammenhängenden  Fläche  sich  befinden.  Bezeichnet 
man  mit  li  den  grösstmöglichen  Radius,  so  konvergiert  die  Fouriersche 
Reihe,  solange  r  <  B  ist,  gleichmässig  Mithin  folgt  nach  Multi- 
plikation mit  cos/v'O'  und  sin  Icd-  und  durch  gliedweise  Integration  nach 
der  Variabelen  '9-  zwischen  den  Grenzen  0  und  27t,  dass  die  Koeffizienten 
ak  und  bk  sämtlich  verschwinden  müssen.  Sonach  hat  U  den  kon- 
stanten Wert  Uq  auf  allen  Kreisen  des  konstruierten  Systems.  Da  nun 
jeder  Punkt  im  Innern  dieses  Systems  zum  Mittelpunkt  eines  neuen 
Kreissystems  gemacht  werden  kann,  und  da  sich  durch  fortgesetzte 
Konstruktion  solcher  Kreissysteme  jeder  Punkt  im  Innern  der  zusammen- 
hängenden Fläche  durch  einen  Kreis  einschliessen  lässt,  so  erkennt 
man,  dass  das  Potential  in  allen  diesen  Punkten  denselben  Wert  hat. 
Eine  jede  Funktion  ?/,  welche  im  Innern  eines  Gebietes  nebst 
ihren  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  stetig  ist  und  der 
partiellen  Differentialgleichung  1)  genügt,  also  durch  Reihen  von  der 
Form  4)  darstellbar  ist,  soll  eine  reguläre  Potentialfunktion  oder 
auch  kürzer  eine  harmonische  Funktion  genannt  werden.  Alle 
ihre  Ableitungen  in  Bezug  auf  r  und  d-  können  durch  direkte  Difteren- 
tiation  der  Reihe  erhalten  werden,  und  die  Reihe  selbst  bildet  den 
reellen  Bestandteil  einer  Funktion  einer  komplexen  Variabelen.  Denn 
es  ist  ,^^  ,=^ 

u  +  iv  =  ÜQ  +  ^r^' {ük  coskd- -\-  h  sinJc^)  +  i^r^' {aksinlvd-  —  hkcoskd-) 


k=<X) 


a^  +  V  {ak  -  ihk^)  r^  (cos h^  +  i  sin  k^) 
^0  +^  {ak  -  ihk)  {x  -f  iijf. 


§3. 

An  diese  Darstellung  jedweder  Potentialfunktion  für  die  voll- 
ständige Umgebung  eines  Punktes,  um  welchen  sie  durchaus  regulär 
ist,    wollen   wir   noch   zwei   andere   knüpfen,    welche   sich   in   eben   so 
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einfacher  Weise  ergeben^  nämlich  für  die  Fläche  eines  Kreissektors 
und  eines  Rechteckes.  Dieselben  sind  für  die  allgemeine  Unter- 
suchung deshalb  von  Bedeutung^  weil  sie  die  einfachsten  Beispiele  für 
das  Verhalten  von  Potentialfunktionen  in  Eckpunkten  des  Randes 
bilden. 

Die  Winkelöifnung  des  Sektors  sei  «;  a  kann  kleiner  oder  grösser 
sein  als  7t -^  für  r^  =  :;r  ist  der  Sektor  ein  Halbkreis.  Der  Radius  des  Sektors 
heisse  r^.  Ist  dann  bekannt,  dass  eine  Potentialfunktion  in  diesem 
Gebiete  regulär  ist  und  auch  an  den  Grenzen  desselben  stetig  bleibt, 
so  lässt  sie  sich  auf  jedem  der  konzentrischen  Kreisbogen,  welchen 
wir  um  den  Eckpunkt  als  Mittelpunkt  mit  einem  Radius  r  <r^  be- 
schreiben, durch  eine  Reihe  von  der  Form 

1)  u=y^Bk8mh-d' 

darstellen.  Nur  auf  den  Schenkeln  d'  =  0  und  -0-  =  «  giebt  diese  Reihe 
im    allgemeinen   nicht   den  Wert  der  Funktion  an.     Die  Koeffizienten 


a 

2)  .Bfc  =  --  /  ti  sinÄ;  —  d^dd' 


sind   wiederum   durch   das   vorige  Verfahren   zu   bestimmen.      Es    ist. 


wenn  Iv  =  -^  gesetzt  wird : 
a 


3) 


Bezeichnet  man  die  Werte,  welche  die  Funktion  u  auf  dem 
Schenkel  xf  =--0  besitzt,  mit  f/j  und  auf  dem  Schenkel  ^  =  «  mit  T/g, 
so  wird  das  letzte  Integral  durch  teilweise  Integration: 

-  r^.  sin  y^ d^-=--  h'  [(-  If  ü,  -  UJ  -^h''  /u  sin  h' ^  d^. 

0  0 

Mithin  bekommt  die  Differentialgleichung  3)  zur  Bestimmung  von  Bk 
die  Form: 

^Bk       1  dBk  _  ^  ü  _  _L  y  rr-_  IV  jj  -Tj-\ 
und  das  allgemeine  Integral  derselben  ist 
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4)  B.  =  r"'  [-  \J\i-  ly  U,  -  U,)  ^^  +  c.] 

r 

r 

+  '•-'•■  [-  ^f(i-  If  U,  -  U,)  Q"'  -'  dp  +  c'.], 

0 

wobei  C/c  und  c'^.  Konstante  sind;  dieselben  können  dadurch  bestimmt 
werden,  dass  man  den  Wert  von  B^  bildet  für  zwei  bestimmte  Kreis- 
bogen, z.  B.  ^1  und  ^2  <  f\.  Sind  Fj  und  Fg  die  zugehörigen  Werte 
von  «,  so  ist 

a  r. 

^  TFi  sin/.-'^t7^  =  r/  c,  +  r^-^'  [--  C{{-  Vf  ü,  -  U,)  Q'-hlg+c^l, 

0  0 

a  r, 

0  r» 


0 


Die  Herleitung  der  Gleichung  4)  erfordert  den  Nachweis,  dass 
die  Differentiationen  nach  r  in  der  Gleichung  3)  an  den  Integralen 
selbst  vollzogen   werden  kann,   was   eines   besonderen  Nachweises  be- 

darf,  weil  die  Ableitungen  — -  und  -— ^  in  den  Punkten  der  begrenzen- 

den  Schenkel  nicht  mehr  endlich  zu  sein  brauchen.  Man  erhält 
indessen  die  Gleichung  4),  indem  man  zuerst  einen  Sektor  betrachtet, 
der  innerhalb  des  gegebenen  liegt,  also  von  d-  =  s  bis  d-  =^'a  —  rj  und 
alsdann  zu  den  ursprünglichen  Grenzen  0  und  a  übergeht. 

Wenn  nun  das  Potential  endlich  bleiben  soll  auch  für  r  =  0,  so 
muss,  wie  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  5)  für  r^  =  0  hervorgeht, 
c'i  =  0  sein  und  es  wird  die  allgemeine  Darstellung  jeder  regulären 
Potentialfunktion  für  den  Sektor: 

Ä:  =Q0         kn 

u  =  ^Ck  r  "  sin  Ä  —  -9" 


6) 


k  —  co 

2  sin  h-d- 
a 


^•=l 


kn,         .       ..  -'•'^^^ 


^y((-.y!4-<'.)Q-*-i/((-.)"V'0(')- 
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Die  Funktion  ist  auf  diese  Weise  in  zwei  Bestandteile  zerlegt. 
Der  erste  hat  auf  den  Schenkeln  des  Sektors  den  Wert  null;  der 
andere  ist  eine  partikuläre  Funktion,  welche  auf  den  Schenkeln  die 
Werte  Uj  und  U2  hat.  Sind  diese  Werte  null,  so  reduziert  sich 
die  ganze  Funktion  auf  den  ersten  Bestandteil;  also  eine  jede 
Potentialfunktion,  welche  innerhalb  eines  Sektors  mit  dem 
Winkel  a  regulär  ist  und  auf  den  Schenkeln  desselben  den 
Wert  null  hat,  ist  in  der  Form 

k^cc      kn 

w  =  >  'c^  r  "  sin  li — ^ 

k  =  l 

darstellbar.  Diese  Darstellung  lässt  das  Verhalten  solch  einer 
Funktion  in -der  Ecke  selbst  beurteilen.  Konvergiert  r  nach  null,  so 
wird  das  Anfangsglied  der  Reihe  die  Funktion  u  darstellen.  Die 
Reihe  kann  mit  dem  Werte  Je  =^  1  oder  mit  einem  grösseren  Werte 
beginnen.  Falls  aber  die  Funktion,  welche  auf  den  Schenkeln  den 
Wert  null  hat,  innerhalb  des  Sektors  ihr  Zeichen  nicht  ändert,  so 
muss  das  Anfangsglied  Ic  =  1  sein.  .  Die  Funktion  hat  dann  in  un- 
mittelbarer Umgebung  des  Eckpunktes  die  Form 

it 
u  =  c.r^  sm  -  -0" 

und  die  Ableitung   nach  der  zu  den  Radien  normalen  Richtung  ist 

—  —  =  c, — r  OL    cos— '9'. 
r  d^        ^  a  a 

Man  sieht,  dass  diese  Ableitung  für  r  =  0  null  wird  oder  endlich 
bleibt ,    falls    a<it  ist;   dagegen  unendlich  wird,  aber  höchstens  von 

der  Ordnung  -^,  falls  a  >  tt  ist. 

7t 

Ein  besonderer  Satz  erffiebt  sich  für  den  Fall,  dass    —  eine  ganze 
^  a 

Zahl  ist;  wir  wollen  aber  nur  den  Halbkreis  betrachten,  wenn  also 
a  =  7t  ist.  Die  Funktion,  welche  auf  dem  Durchmesser  den  Wert 
null  hat,  ist  dann  dargestellt  durch  die  Reihe 

k=i 

und  hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Funktion  stets  eindeutig 
fortsetzbar  ist  auf  die  andere  Hälfte  des  Kreises,  indem 
man  -9-  die  Werte  von  tt  bis  27t  erteilt.     Die  Funktion  bekommt 
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in  Punkten,  die  zum  Durchmesser  symmetrisch  liegen,  entgegengesetzt 
gleiche  Werte. 

Dieser  Satz  lässt  sich  sofort  dahin  verallgemeinern,  dass  jede 
Potentialfunktion  Uj  welche  längs  einer  Geraden  Werte  U 
besitzt,  die  auf  der  Geraden  eine  reguläre  analytische 
Funktion  bilden,  über  dieselbe  hinaus  fortsetzbar  sein 
muss.  Denn  macht  man  irgend  einen  Punkt  auf  der  Geraden  zum 
Anfangspunkt  einer  Reihenentwickelung 

U  =  Oq  +  «1  r  4-  «2  >'^  4-  % »'^  +  . . ., 

welche  die  Werte  der  Funktion  U  durch  die  Abstände  +  r  vom  Anfangs- 
punkt definiert,  so  stellt  die  Reihe 

V  =  ÜQ  -\-  ^ttk  r^  cos  kd- 

eine  Potentialfunktion  dar,  welche  zu  beiden  Seiten  der  Geraden 
definiert  ist  und  auf  der  Geraden  die  Werte  ü  besitzt.  Demnach  ist 
u  —  V  eine  Potentialfunktion,  welche  auf  der  Geraden  den  Wert  null 
hat  und  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  gleichfalls  über  dieselbe 
hinaus  fortsetzbar  sein  muss.  Folglich  ist  auch  u  auf  beiden  Seiten 
der  Geraden  vorhanden. 

Wir  kehren  zurück  zu  dem  allgemeinen  Fall  in  der  Gleichung  6) 
und  nehmen  an,  dass  L\  und  U2  für  r  =  0  den  nämlichen  Wert  haben, 
sodass  die  Funktion  auf  den  Schenkeln  des  Sektors  stetig  bleibt. 
Man  kann  nach  dem  Verfahren,  welches  im  §  7  ausführlicher  ange- 
geben ist,  zeigen,  dass  sich  die  partikulären  Integrale  in  der  Form 
darstellen  lassen: 


1     "^   r 

v=    -sin  — -O-  /  C/i-^ 


p  a  _  2r^o'«  cos     'O'-fr^ 
a 

0  9"  +  2r''Q"  cos--'9-  +  ^'" 

a 

Das   erste  Integral   stellt   eine  Potentialfunktion   dar,   welche  für 

0^  =  0  den  W«rt  l\j   für  ^  =  a  den  Wert  null   hat;   das    andere   hat 

für  ^  =  0  den  Wert  null,   für  '^  ==  «  den  Wert  U.^.     Bezeichnet   man 

mittlere  Werte  von  U^  und  Uc^  (die  von  r  und  ^  abhängig  sind)  durch 

F,   und  F„,   und  setzt  man   zur  Abkürzung        =  m,    so  ergeben  diese 
1  j7  ^    a 

Integrale  für  jeden  von  0  und  a  verschiedenen  Wert  von  ^ 
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v^—VA  arctg  -^ — —-. m  «O-  4-  ^ 

+  -Fg    arctg  -— ^^ ^: 4-  ^0-  -  -^   • 

jr    ^  L        ^         r"^  sm  m  -^  2  J 

Um  aber  das  Verhalten  der  Funktion  und  ihrer  ersten  Ab- 
leitungen in  der  Umgebung  des  Eckpunktes  zu  beurteilen,  betrachten 
wir  direkt  die  Reihe 


45"...,,i/;,(^rf./.,(irfi 


und  die  analoge  mit  L\  gebildete,  welche  durch  gleichzeitige  Ver- 
tauschung  von  d-  mit  a  —  '^  erhalten  wird.  Wir  nehmen  an,  dass 
U^  regulär,  also  von  der  Form  ist: 

C/l  =  «0  +  ^1  C>   +  «2  ^^  +   •  •  • 

im  Intervall  von  q  =  0  his  q  ==  7\.  Alsdann  wird  der  Koeffizient  von 
sin  lern  d-  gleich 

r  ^ 

und  dies  ist  im  allgemeinen  (denn  es  werden,  wenn  m  =  —  rational 
ist,  auch  logarithmische  Glieder  auftreten)  gleich: 

_/^Y-l    (  ap  a,       ^    ,        ^2       ^2,        \ 

\rj    '  a\hm^  Im-l^^  hm-2    i^"*) 

2  (  ür,  hm  ^        Im  2.1 

Da  nun 


—  >'  —  sm  Ä;  —  -O-  =  (  1 I 


ist,  so  wird 


*^\        aJ      a^  \rJ  \hm      fcm  —  l         km  — Z  / 

2^==«^  /  1  1  9  \ 

^  a^  \k^m^—\    ^         k^m^—4:  / 

Die  erste  dieser  beiden  Summenformeln  ist  eine  Potentialfunktion, 
welche  auf  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels  den  Wert  null  hat; 
wir  lassen  dieselbe  daher  fort  und  betrachten  nur  noch  die  Potential- 

Hariiack,  Die  Gruudlagen  etc. 
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funktion  u\y  welche  aus  den  übrigen  Gliedern  bestellt;    dieselbe  lässt 
sich  in  der  Form  darstellen: 

/^     d'\  sin(a-'9-)  „sin2(a-'9')  sinnT«--»)-) 

7i\==n^,(l-^)  +  a^r ^^ ^-  +  a^r^ r^- ^  +  ...  +  a„r" .-^         ^..; 

\       a/  sma  sinZ«  sm  ncc 

denn  die  obige  Reihe  ist  die  Darstellung  dieser  in  Form  der  Fourier- 
schen  Reibe  innerhalb  des  Intervalles  von  0  bis  a. 
Also  ist 

\  bw^  1  cos  («  —  %•)       ,^       cos  2(a  —  ^^ 

-  -ri  = «^0  -  ^1  — ^^ -  ^^2^ ^^ ^  -  •  •  • 

r    0%-  ar    "^  sma  sin2o: 

Für  r  =  0  wird  dieser  Wert  von  der  ersten  Ordnung  unendlich; 
da  aber  eine  analoge  Entwickelung  derjenigen  Funktion,    welche  sich 

auf  U^    bezieht,   mit   dem   Gliede  ^^  a^   beginnt,   weil   U^  (0)  =  V^  (0) 

sein  sollte,  so  fällt  dieser  erste  Term  bei  der  Bilduncp  von        ^  -  fort. 

'  ^  r  d/d- 

Ferner  ist 

d  w.  sin  (a  —  ^)    ,   ^        sin  2  (a  —  ^)   , 

—-'■-  =  aj ^^ -'-  ^-2a^r A^ ^  +  . . . 

0  r  sin  a  sm  Z  a 

Die  partikuläre  Potentialfunktion,  welche  wir  hier  konstruiert 
haben,  mit  den  Randwerten  U^  und  IJ^,  hat  also,  wenn  L\{0)  =  lJ.^{()) 
ist,  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Ableitungen  auch  für  r  =  0  endlich 
bleiben.  Da  aber  zu  derselben  noch  eine  Funktion  hinzutreten  kann, 
welche  auf  den  Schenkeln  den  Wert  null  hat,  so  erhält  man  den  Satz: 

Sind  die  Funldionen   U^  und  U^  regtdär,  und  ist  U^(f>)  =  U.J())^ 

so    bleiben    die  Ableitungen    -  ^--   und    .—   für    r  =  0  immer  endlich^ 

r  0 nj  ör 

iveiin  a  <7r  ist;  sie  Vönnen  unendlich  werdenj  aber  mir  von  der  Ordnung 

1  —  m  = 7  sobald  a>7t  ist.    Ist  aber  die  BandfunUion  U  an  der 

a 

Stell r  r  =  0  unstetig  j  so  wird  die  Ableitung       ^      von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich. 

Die  obige  Gleichung  für  u\  gilt  nicht,  wenn  a  ein  rationaler 
Teil  von  2jr  ist;  aber  der  eben  bewiesene  Satz  bleibt  bestehen;  er 
modifiziert  sich  nur  für  den  Fall  «  =  jr;  alsdann  bekommt  u\  die 
Form: 

-.-".(■-*>>-[('-i)-"^"^'(')] 

und  es  wird 
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4 


k  =  l  k=l  k=l 

Es   können   also    die  Ableitungen   im  Punkte  r  =  0  logarithmiscli  un- 
endlich werden,  wenn  a^  nicht  null  ist. 

§4. 

Ist  in  einem  Rechteck  von  x  =  0  his  x  =  a  und  ^  =  0  bis  ^Z  =  ?> 
eine  Potentialfunktion  gegeben,  die  auf  dem  Rande  x  =  0  und  x  -=  a 
die  Werte  F^  und  Fg,  auf  dem  Rande  ?/  =  0  und  y  =  1)  die  Werte 
6^1  und   ZJjj  hat,  so  ist  dieselbe  darstellbar  in  der  Form 

a 

u  =  'S^  Äk  sin  h  —  X  und  es  ist  Äk  =^  —   1  u  sin  h  —  x  dx. 
^  a  aj  a 

0 

Aus  der  Differentialgleichung  -— g  +  — -^  =  0  folgt  wie  früher 


dy^  a 


/  — ^  sm li^xdx  = Fg  (-  ly-  Fl    H ^  Ak. 

J    dx^  a  a    a   L    ^^       ^         'J         a^ 


0 


Wir  wollen  nur  den  Fall  betrachten,  dass  F^  und  F^  gleich  null 
sind;  denn  man  kann,  wie  später  gezeigt  wird,  die  allgemeine  Potential- 
funktion zusammensetzen  aus  solchen  speziellen,  welche  auf  zwei  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Rechteckes  die  Werte  null  haben.  Aus  der 
Differentialgleichung  folgt  dann 

n  n 

k  —  M  ,      — k      y 

und   die  Konstanten  Ck   und   (•],   sind  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

a  a 

9       {'  TT  2       r  7t  k^b  ,      -k'^b 

/  ü,smh-'Xdx  =  Ck-{-c',,     -  /  ü^sinh-xdx  =  Cke  «  -f  c',e      «   • 
aJ      ^  a  aJ  a 

0  0 

Bezeichnet    man    die  Integrale    auf   den  linken  Seiten  zur  Abkürzung 

7t 

mit  ak  und  ßk,  und   h  -   mit  IJ,  so  wird 

^'('>  —  y)—ß  —  k(b  —  y)  gk'y_ß—k'i/ 


Ak  =  cck ^'b_ß-kl. 1"  P^  ^k'b  ^p-Vb 

h 


Wird   also   e    «      mit  g,  und mit  ©in  {mj)  bezeichnet. 


so   ist 
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4  *  =  <»    qk  % 

w  =  —  ^  Y^ — 2it  ®^^  ^^^y)  sin/v'^  /  ü^  sin  k^x  dx 

0 

7  <^ 

-I ^^  _    g^.  @tn /»:'  (6  —  2/)  sin 7c' ic  /  ^^  sin  Vx  dx 

k=i         ^  ^ 

0 

die  Darstellung  einer  Potentialfunktion  innerhalb  eines  Rechteckes, 
welche  auf  den  Seiten  y  =  0  und  y  =  h  die  Werte  f/j  und  f/g?  ^^^ 
den  Seiten  x  =  «  und  x  =^  b  die  Werte  null  hat. 


§5. 

Es  soll  nun  das  Potential  untersucht  werden,  bei  welchem  die 
Massen  mit  endlicher  Dichte  eine  bestimmte  ebene  Fläche,  die 
ganz  im  Endlichen  gelegen  ist,  ausfüllen.  Ist  t  die  ganze  mit  Masse 
belegte  Fläche,  dr  ein  Element  derselben,  so  ist 

u=Jdl[~)dr,     r  =  ylx~^aTV(f^hf, 

wenn  wir  jetzt  mit  r  die  Entfernung  des  Punktes  Xy  y  von  dem  Element 
dx  bezeichnen,  dessen  Koordinaten  a,})  sind.  Auch  wenn  der  Punkt  x,y 
innerhalb  der  Fläche  r  liegt,  behält  dieses  Integral  einen  bestimmten, 

endlichen  Wert,  wiewohl  M      j  auch  unendlich  wird;  denn  führt  man 

statt  der  Koordinaten  a,  h  Polarkoordinaten  ein,  mittels  der  Glei- 
chungen: 

a  =  a;  +  rcosg),     h  ^  y -\- r  sincpj 
so  wird 

u  =  I    rdl{^rdrd(p=  Cdip  (dli^rdr    , 

und    es    ist   die   Integration   statthaft,    weil   lim  rn-  j  =  0  wird  für 

r  =  0.     Aus    dieser  Eigenschaft    des  Integrales    folgt    auch,    dass    das 
Potential  eine  stetige  Funktion  von  rr,  y  für  alle  Punkte  der  Ebene  ist. 
Ferner  bestehen  die  Gleichungen 

J       r  dx  J      dx     \rJ 


dx' 


J       r   dy  J      ^y     ^rJ 


du 
dx  = 


oy 

Diese  Integrale  besitzen  nämlich  bestimmte  endliche  und  stetige  Werte, 
wie  durch  Einführung  der  Polarkoordinaten  erkannt  wird;  es  ist 
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X=  I   I  d  —  drdcp  =  —  I    j  d  cos  cpdrdq), 

Y=  I    Id  —  drdq)=  —  l    1  ö  sincpdr dcp. 

JJ    ^y  JJ 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  diese  Werte  den  partiellen  Ableitungen 

und sjleicli    sind,    aucli    wenn   x,  y   innerhalb   t  liegen, 

dx  dy   ^  '  '  ^    ' 

integriere  man  das  Integral  X  nach  der  Variabelen  x  innerhalb  zweier 
Grenzen  x^^,  y  und  x^,  y  die  im  Gebiete  r  gelegen  sind.  Zu  dem  Zwecke 
schliesse  man  die  Strecke  von  x^^,y  bis  x^,y  durch  einen  beliebig 
schmalen  Parallelstreifen  x^  von  der  Breite  2/3  und  der  Länge  a  ein, 
und  zerlege  das  integral  X.  in  zwei  Teile  X^  und  X^^  von  denen  sich 
der   eine  auf  die  Fläche  dieses  Streifens,   der  andere  auf  den  übrigen 

\   d  T     . 
Teil  To   der  Fläche  z   bezieht.     Da   nun  —  —-  eine  durchaus  endliche 

^  r   dx 

und  stetige  Funktion  von  x  für  das  Intervall  von  x^  bis  x^  bei  allen 
Elementen  von  Tg  ist,  so  wird 

X^  Xi 


Ferner  ist 


dx 


kleiner  als  zf  1  ~  dt^^   wenn   man  mit  z/  den  absolut  grössten  Wert 
von    Ö    im    Gebiete    r.    bezeichnet.      Setzt    man    das    Flächenelement 


dx^=  dadhj  ferner  r  =  j/a^  +  6%  so  ist 

/  — dr.==  I  da  1 —^= 


db 


+  h'' 


wobei  «1  +  6^2  gleich  der  Länge  a  der  einen  Seite  des  Rechteckes  ist, 
und  «1  und  «^  die  Abstände  eines  Punktes  Xj  y  von  den  zu  den 
Ordinaten  h  parallelen  Seiten  des  Rechteckes  bedeuten.     Es  ist 

J      J  Va^+V'  J         Ya'+ß'-ß    l-     Ya^+ß^-ß-i-c       J  Ya^ß'' 


—  ti 


Ya,^+ß^-ß  ya^'+ß'-ß        "^    ya,^+ß^-oc. 
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Da  die  Grösse  ß  beliebig  klein  fixiert  werden  kaim,  während  «^ 
und  «2  ^^^^  ^^^6  Werte  von  x  innerhalb  des  Intervalles  x^^  bis  x^  end- 
liche Werte  behalten,  so  ist  der  Betrag  von  X^  bei  allen  diesen  Werten 
von  X  kleiner  als  eine  beliebior  klein  fixierte  Grösse.     Mithin  ist  auch 


Xj  dx  beliebig  klein,  und  folglich  wird 


j 

I"X  dx  =  -  limj'ö  [l  (])]''  dr,  =  -J^S  [l  (DJjt  -  -  («..  -  «O- 
Die  analoge  Gleichung  besteht  für   Y. 

§  6. 

Die  zweiten  Differentialquotienten  von  u  lassen  sich,  falls  der 
Punkt  Xj  y  innerhalb  der  wirkenden  Massen  liegt,  nicht  durch  ein 
Integral  darstellen,  welches  durch  zweimalige  Difierentiation  von 

n  =  I  dl  \^]  dr 


-jo 


unter  dem   Integralzeichen  gebildet  wird;  denn  das    auf  diese  Weise 
gebildete  Integral  würde  unzulässig  sein. 

Indem  wir  annehmen,  dass  die  Dichte  d  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
Xy  y,  welche  wir  betrachten  wollen,  eine  stetige  Funktion  mit  endlichen 
und  integrierbaren  Differentialquotienten  ist,  umgeben  wir  diese 
Stelle  mit  einer  Kreisfläche  r^  von  beliebig  kleinem  Radius.  Das  Potential 
zerfällt  in  zwei  Teile:  m  =  w^  +  ti^,  von  denen  der  erste  von  den  inner- 
halb r^  befindlichen  Massen,  der  andere  von  den  übrigen  herrührt, 
deren  Flächengebiet  Tg  heissen  möge.     Es  ist  nun 

dx^      J      dx^    \r/      ^ 
Ferner  ist 


^5.,yj,'-„.,=-y;/-.±,(i)...=-/«/ii<;)„.. 

Wendet  man  auf  das  innere  Integral  die  teilweise  Integration  an, 
indem  man  die  zu  einem  Werte  b  gehörigen  extremen  Werte  von  a 
mit  «i  (Eintrittsstelle),  a^  (Austrittsstelle  der  Geraden  y=-h)  bezeichnet, 
so  erhält  man 
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Bezeichnet  a  den  Winkel,  welchen  die  nach  aussen  errichtete  Nor- 
male des  Elementes  ds  der  Kreisperipherie  mit  der  Richtung  der  posi- 
tiven a  einschliesst,  so  ist  längs  der  Peripherie  an  den  Austrittsstellen  a^ 

dh  =  cos  ads 

und  an  den  Eintrittsstellen  a^ 

dh  =  —  cos  a  ds. 
Mithin  wird 

wobei  das  erste  Integral  für  alle  Punkte  der  Kreisperipherie  zu  bilden 
ist;  folglich  ist 

dx^  J        ox    \r )  JJ    daLdx    \r^J 

•  Es  ist  nun  für  den  Mittelpunkt  x^  y  des  Kreises,  wenn  der  Radius 
desselben  mit  q  bezeichnet  wird: 


dx    \r  ^       r  dx        r 


cos  a 


also 


-  I  ö  —  U -^  )  cos  ads  =  —  I  d  cos  a^ da  =  —  71  [d], 


wobei  [ö]  einen  mittleren  Wert  von  d  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
T,   bezeichnet.     Sonach  ist 


•i.-'^'^-fjmAi)]'-jj^[i:.'m 


Das  erste  Integral  der  rechten  Seite  wird  beliebig  klein,  wenn  der 
Radius  q  des  Kreises  Tj  beliebig  verkleinert  wird.  Bezeichnet  man 
also  die  Dichtigkeit  im  Punkte  x,  y  mit  d^^  so  ist 

(Die  Integrale  der  rechten  Seite  lassen  sich  nicht  schlechtweg  als 
Doppelintegrale  schreiben,  weil  der  Grenzprozess  in  einer  ganz  be- 
stimmten Weise  auszuführen  ist.)  Folglich  besteht  für  jeden  innerhalb 
der    wirkenden   Massen    gelegenen   Punkt,    in    dessen    Umgebung   die 
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Dichtigkeit  stetig  und  ihr  Differentialquotient  endlich  und  integrierbar 
ist,  die  Gleichung 


§   7. 

Eine  jede  Funktion  u  (x,  y\  welche  innerhalb  eines  gegebenen 
Gebietes  in  der  Ebene  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist, 
während  die  zweiten  Ableitungen  integrierbar  sind,  und  die  partielle 
Differentialgleichung 

oder  in  Polarkoordinaten  die  partielle  Differentialgleicftiung 
.  d'^u       1  du        1  d''u 

befriedigen,  wobei  f  eine  beliebig  gegebene,  aber  stetige  Funktion  der 
beiden  Variabelen  bedeuten  soll,  lässt  sich  darstellen  als  Summe  einer 
partikulären  Funktion  Wj,  welche  dieser  Gleichung  Genüge  leistet,  und 
einer  allgemeinen  Potentialfunktion  ii^y  welche  die  Gleichung 

erfüllt.     Eine  partikuläre  Funktion  ist  nun  durch  das  Potential 

gegeben,  wenn  mit  s  die  Entfernung  eines  variabelen  Punktes  r,  d' 
innerhalb  des  Gebietes  von  den  Elementen  mit  den  Koordinaten  (;,  rj 
desselben  Gebietes  bezeichnet  wird.  Denn  dass  diese  Fniiktion  die 
obige  Differentialgleichung  befriedigt,  ist  im  vorigen  Artikel  bewiesen 
worden,  allerdings  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion /' endliche 
und   integrierbare  Ableitungen    besitzt.     Das   allgemeine  Integral  der 


*  Nach  einem  Verfahren,  welches  von  Herrn  Holder  (Tübingen,  Dissertation 
1882)  für  das  Potential  im  Räume  angegeben  ist,  lässt  sich  dieser  Satz  auch  be- 
weisen unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Dichtigkeit  d  in  der  Umgebung  der 
Stelle  eine  stetige  Funktion  ist,  welche  der  Bedingung  genügt 

abs  [^-^o]  <^r^. 
Ä  und  (i   bedeuten   hierbei   positive   Konstante,    während   r   die   Entfernung   des 
Elementes  mit  der  Dichtigkeit  d  von  dem  betrachteten  Element  mit  der  Dichtig- 
keit Öq  angiebt.    Die  blosse  Kontinuität  der  Dichtigkeit  scheint  zum  Beweise  des 
Satzes  nicht  auszureichen. 
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Differentialgleicliung  ist  demiuicli  unter  dieser  Voraussetzung  auf  jedem 
innerlialb  des  Gebietes  «-ele^^enen  Kreise  in  der  Form  darstellbar: 


3)    %  +  ^  K  cos  k^  +  h  sin/^#)  r^  -  ^^   /  f{Q,  rj)  ^  (^yj  ^^• 

Solch  eine  Funktion  werde  ich  eine  zu /"gehörige  Potentialfunktion 
nennen;  ist  /'=0,  so  wird  die  Funktion  eine  Potentialfunktion  der 
früher  betrachteten  Art.     Das  Potential 


''^-'hß'^^^'^^^^-?)'^' 


ist  aber  ebenfalls  durch  eine  Fouriersche  Reihe  darstellbar;  denn  wie 
früher  bewiesen  wurde,  ist  u^  eine  nebst  ihren  ersten  Differential- 
quotienten stetige  Funktion  auf  jedem  Kreise,  den  wir  innerhalb  des 
gegebenen  Gebietes  konstruieren.     Setzt  man 

^«l  =  Jo  +  ^  {Ak  cos  li^  -\-  Bk  sin  k  ^)y 
so  sind  die  Koeffizienten  Ak  und  Bk  aus  den  Gleichungen  zu  berechnen: 

7t 

+  71 

Bk=-  ^-  •  ^  Tsin  k^d^  CfiQ,  n)  l  {^dr. 

Bezeichnet  man  das  Flächenelement  dt  mit  q  dg  drj  und  erstreckt  man 
das  Doppelintegral  über  einen  Kreis  vom  Radius  r^,  in  dessen  Innern 
der  Punkt  r,  d-  liegt,  so  wird 

+  TT  r,    +  7f 

A-=  — ö I  coskd'dd'  I   I  f(Qyri)ly-~jQdQd7i. 

—  7t  0         —TT 

Das  Integral  von  0  bis  r^  zerlege  man  in  zwei  Teile  von  0  bis  r  —  f, 
und  von  r  -{-  e  bis  r^,  so  ist 

r  —  e         -{-7t  ri"^ 

Ak  =  lim  —  ^  •  -     I  QdQ  I  f(Q y  rf)dri  I  cos  kd' l  ( —  j  dd' 

0  —7t  —1t 

r  +7t  -{-7t 

+  lim  —  _- I  Q  dg  I  f  (q ,  rj)  df]  I  cos  k  ^  l  T  -j  dd-. 

r-{-e  — 7t  — 7t 
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Da  nun  für  q  <  r 

SO  ist  im  ersten  Teil: 

+  71 

—  7t 

während  im  zweiten  Teil  p>^,  also 

<!) = ^  (i) + (i)  -« (*  - ")  +  2  (iT-^  n^<^  - .) . . . 

und  +^ 

/  cos  /^^  'O'  /  (      j  r^-ö-  =  ^  (  —  j  ;r  cos  Ic  tj 

—  7t 

wird.     Führt  man  zur  Abkürzung  der  Formeln  die  Bezeichnungen  ein: 

-\-7t  -f-Tt 

—  71  ,  —71 

+  71 

1  ^'* 

ßk=-  I  f(Qyri)smkr]drj, 
so  wird:  ~^ 

^''  ^  ~  ^h      I  ^'"  \r  /  ^  ''^^  +  /  ^^  \    )  ^  ^^^  l 

-0  r  -* 

^^--2'/.[/^^('^''^+y^'(iy^'4 


^1 


0  r 

Durch  diese  Untersuchung  ist  die  Entwicklung  bewiesen: 

0        —TT  0         —7t 

r    -\-7i  r^    +7C 


*=.oo 
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§  8. 
Aus  dieser  Reihe  aber  lässt  sich  weiter  schliessen:   Ist  die  Funk- 
tion  f  (pCj  y)   in   der   Umgebung   einer   Stelle    eine    eindeutige 
und  reguläre  Funktion,  so  ist  auch  das  Potential 


h.fn^Mi)'^ 


in  der  Umgebung  dieser  Stelle  eindeutig  und  regulär. 

Eine  Funktion  zweier  Variabelen  Xy  ij  heisst  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  eindeutig  und  regulär,  wenn  sie  sich  nach  ganzen  wachsen- 
den Potenzen  der  Variabelen  x^  y  entwickeln  lässt,  wobei  die  betrachtete 
Stelle  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  gewählt  ist;  d.  h.  die  Funk- 
tion ist  von  der  Form 

«0  +  Ko^  +  «Ol  y)  +  (ö^2o^^  +  «11  ^y  +  «02  y^)  +  "■• 

oder  in  Polarkoordinaten: 

«ü+  («10  cos  0-  -j-  «Ol  sinO")  r  +  (a^o  cos  ^'^  +  a^^  cos  x^  sin  xf-  +  «^2  sin  i't-)  r^... 
Drückt  man  die  Potenzen  von  cos '9'  und  sinO-  durch  die  Cosinus  und 
Sinus  der  Vielfachen  von  %"  aus,  nach  der  Formel 

SO  gehen,  wenn  die  Dimension  m  -{-  n  mit  ^  bezeichnet  wird,  auch  die 
Vielfachen  von  d'  bis  zur  Zahl  ^d',  und  sind  gerade  oder  ungerade, 
je  nachdem  ^  gerade  oder  ungerade  ist.  Eine  eindeutige  reguläre 
Funktion  zweier  Variabelen  ist  also  in  Polarkoordinaten  von  der  Form 

wobei  A/^t  die  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen:  ft -O-,  (f*  —  2) -O-, 
(ji~4)'0-,  ...  enthält.  Umgekehrt  ist  auch  jede  auf  diese  Weise  defi- 
nierte Funktion  eine  eindeutig  reguläre.  Man  kann  diese  Reihe  aber 
auch  für  jeden  Wert  von  r,  der  innerhalb  des  Konvergenzgebietes  liegt, 
nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  vod  t>  ordnen,  weil  die 
Funktion  durch  eine  Fouriersche  Reihe  bei  jedem  Wert  von  ^  dar- 
stellbar sein  muss.  Man  gewinnt  diese  Reihe,  indem  man  die  obige 
mit  cosw-O-  oder  sinnO-  multipliziert,  und  alsdann  gliedweise  zwischen 
den  Grenzen  d"  =  ~  n  und  d-  =  -\-  7t  integriert. 

Ordnet  man  also  eine  reguläre  analytische  Funktion 
nach  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  0-,  so  werden  die 
Koeffizienten  Potenzreihen  in  r,  und  zwar  enthalten  die 
Koeffizienten  von   cos  n  d'  und    sin  w '0-    die   Potenzen  r^,    r«  +  2. 


r«+*, 
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Und  umgekehrt:  Jede  konvergente  Reihe  dieser  Art  ist 
eine  eindeutige  und  reguläre  Funktion,  weil  sie  sich  für 
jeden  Wert  von  r,  der  innerhalb  des  Konvergenzgebietes 
liegt,  nach  Potenzen  von  r  umordnen  lässt. 

Ist  nun  /'  {qj  rj)  eine  eindeutige,  reguläre  Funktion  in  der  Um- 
gebung der  Nullstelle,  und  setzt  man 

f(Q>  V)  =  ^0  +^«A  coskrj  +  ßk  smlcrj, 
k=.i 

so  sind  ak  und  ß^  durch  Potenzreihen  in  q  darstellbar,  und  zwar  ent- 
hält «/..  die  Terme  q^j  (>^  +  -,  (>^+'V--;  desgleichen  ßk.  Setzt  man  also 
zunächst 

so  ist  \ 

r 
0 

r  r 

=  -  [a|' « (e) ^A,^li (e)  +  A, ^l Ke)  + . •  -J^' 

Bei  Addition  dieser  Reihen  verschwindet  der  mit  l  (f)  multi- 
plizierte Term  und  es  wird,  abgesehen  von  einer  Konstanten, 

^2  y^  y.% 

^«272  +  ^2  474  "^  ^^  676  "*"  ••• 
das  Anfangsglied  des  Potentiales. 

Ferner  wird  «^  eine  Reihe,  welche  mit  dem  Gliede  Z;*®'  Dimension 
in  Q  beginnt,  also  wird  das  Anfangsglied  der  Entwicklung  von 

0  0 

und  von 

-  i /"*  Q'«"  '^^  ^^"^'^  -  ij^'^^  =  -  4  [i  -  2]- 

r  r 

Sonach  beginnt  der  Koeffizient  von  cos  hd^  mit  der  Dimension  r* 
und  schreitet  nach  Potenzen  r*+^,  r^+^...  fort.     Desgleichen  gestalten 
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sich  aucli  die  Faktoren  von  sin/C'O'.  Damit  ist  der  anfangs  ausge- 
sprochene Satz  bewiesen,  dem  man  aucli  die  Form  geben  kann: 
Jede  zu  einer  Funktion  /*(^,  «/)  gehörige  Potentialfunktion, 
d.  h.  jedes  der  Gleichung 

genügende  Integral,  ist  in  der  Umgebung  einer  Stelle,  in 
welcher  f  {x^  y)  eindeutig  und  regulär  ist,  ebenfalls  ein- 
deutig und  regulär,  sobald  man  fordert,  dass  ?f  nebst  seinen 
ersten  Ableitungen  eindeutig  und  stetig  ist  und  dass  die 
zweiten  Ableitungen  integ-rierbar  sind. 


§9. 

Sind  die  wirkenden  Massen  längs  einer  Kurve  verteilt,  und  be- 
zeichnet 8  die  Dichtigkeit  der  Belegung  auf  dem  Kurvenelement  ds, 
so  ist  das  Potential 


u^föl{\) 


dö. 

Werden  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  auf  der  Kurve  mit 
(jj  7]  bezeichnet  und  die  Koordinaten  des  Punktes,  für  welchen  das 
Potential  gebildet  werden  soll,  mit  r,  -O-,  so  ist  falls  o  <  r: 

u=l(^^  rddö-{-~  rdQG0s{d'-7i)d6+~'^  I  dQ^cos2{d'-ri)d6  +  ... 
Rückt  also   der  Punkt  r,  d^  ins  Unendliche,   so  wird  u  unendlich  wie 

für  r  =  X ,  wobei  M  die  Gesamtmasse  bedeutet. 

Das  Potential  ändert  sich  stetig,  auch  wenn  der  Punkt  durch 
die  Kurve  hindurchtritt;  denn  das  Integral  behält  einen  bestimmten 
endlichen  Wert.  Betrachtet  man  nämlich  ein  beliebig  kleines  Kurven- 
stück (7^,  in  dessen  Innern  der  Punkt  gelegen  ist,  in  welchen  x^  y  von 
der  einen  oder  der  andern  Seite  hineinrücken  soll,  so  lässt  sich  das 
Potential  u  in  zwei  Teile  zerlegen,  u^  und  Wg,  so  dass  u^  vom  Kurven- 
stück (Tj,  Hc,  von  dem  übrigen  Teile   der  Kurve  (?  herrührt;   ik^  ändert 

sich  stetig,  weil  l  ( -  ~ )  hier  nicht  unendlich   wird.     Um   das  Integral 
//^  zu  bestimmen,  mache  man  den  Punkt  x,  y  zum  Anfangspunkt  eines 
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Koordinatensystems,   auf  welches   der  Bogen  a^  bezogen   wird.      Sind 
üyl)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Kurvenpunkte,  so  ist 


Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Tangenten  des  Bogens  (5^  mit  der 
Richtung  der  Abscissenachse  keinen  rechten  Winkel  einschliessen.  Diese 
Bedingung  ist  durch  geeignete  Wahl  der  Abscissenachse  immer  erfüllbar, 
sobald  die  Tangenten  des  Bogens  6^  sich  stetig  ändern.  Man  hat  die 
Abscissenachse  nur  so  zu  wählen,  dass  sie  mit  der  Tangente  in  einem 
Punkte  des  Bogens  o^  einen  spitzen  Winkel  einschliesst,  und  den 
Bogen  (?j  selbst  hinreichend  klein  zu  fixieren.  Ferner  soll  die  Dichte 
ö  längs  des  Bogens  o^  durchaus  endlich  sein.  Das  Potential  k^ 
ist  dann  gleich  dem  Produkt  einer  endlichen  Grösse  und  dem  Integrale 


/ 


l  — --  da, 

yd'  +  h^ 


welches   zwischen   den   zu   den  Endpunkten   des   Bogens  ö^  gehörigen 
extremen  Werten  von  a  zu  bilden  ist.     Es  ist  aber 

/;  1  ^         r  ,  1        1  .    r    (ida  +  hdh 

I  l    ,  da  =    al  -—==,    \-\-  I  a „  .   ,.,     ? 

J     Ya^  +  6'^  L     Va^  -\-P  J    J  «'  +  ^' 

oder  wenn  man  a^  -i-  h^=  r^^  a  =  r  cos  cp,  b  =  r  sincp  einführt:  ^ 

r  In/*  ^ 

=    r  cos  (p  l    -    4-  /  cos  cp^  da  -}-  1  cos  cp  sin  cp  dh. 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  der  Endpunkte  des  Bogens  o,  vom 
Punkte  xy  mit  7\  und  rg,  so  ist  der  Wert  dieses  Ausdruckes  kleiner  als 

r^l h  ^"1  ^ h  f^bs  j  da  -\-  abs  j  db. 

Die  letzten  beiden  Integrale  sind  längs  des  Bogens  6^  zu  erstrecken, 
für  welchen  die  Differentiale  da  und  db  ihr  Zeichen  nicht  wechseln, 
denn  die  Tangenten  dieses  Bogens  bilden  spitze  Winkel  mit  der 
Abscissenachse.  Mithin  erkennt  man,  dass  man  zuerst  den  Bogen  öj 
hinreichend  klein  wähle-n  und  sodann  ein  Gebiet  um  denselben  an- 
iXeben  kann,  so  dass  der  Wert  des  Potentiales  u,  für  alle  Punkte  in 
diesem  Gebiete  beliebig  klein  wird. 

Für  die  Ableitungen  des  Potentiales  erhält  man  die  Gleichungen 

dx    J       dx    \s/  J  £^ 

dy    J      dy   \sJ  J  s' 
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Die  Komponenten  der  wirkenden  Kraft  sind  also  gleichbedeutend 
mit und  —  ~~7    solange   der   Punkt    x^  y   (oder  r,  %•)   nicht    auf 

0  oc  ^  y 

der  mit  Masse  belegten  Kurve  liegt.  Wenn  aber  dieser  Punkt  auf 
die  Kurve  selbst  rückt,  gelten  diese  Gleichungen  nicht  ohne  weiteres, 
weil  die  Integrale  ihre  Bedeutung  verlieren. 

Ist  z.  B.  die  Kurve  ein  Kreis  mit  dem   Radius  11  und  die  Beleg- 
ung mit  Masse  eine  gleichförmige,  so  ist  für  jeden  inneren  Punkt  (§1) 


Ml 


ii) 


und  für  jeden  äusseren,  wenn  r  die  Entfernung  desselben  vom  Mittel- 
punkt angiebt: 

Das  Potential  selbst  ändert  sich  also  stetig,  wenn  der  Punkt 
durch  die  Kreisperipherie  hindurchtritt.  Dagegen  ist  für  alle  inneren 
Punkte : 

dx         '       dy 
und  für  alle  äusseren  Punkte: 

-—  =-  —  M   y  =  —  2it  Bö  -^ ,      —-  =  —  M  \  =  —  2it  Uö -^' 

dx  r  r"        dy  ?  ?'- 

Rückt  also  der  äussere  Punkt  x,  y  auf  die  Kreisperipherie,  so  ist 

dx  IV     dy  R 

d.  h.  der  Differentialquotient  besitzt  in  einem  Randpunkt  zwei  Werte, 

X 

nämlich  0  und    -  2%ö~j   je    nachdem   die    Ableitung   in    der    in    das 

Innere  des  Kreises  fallenden  Richtung  von  X,  oder  der  entgegen- 
gesetzten gebildet  wird.  Nur  in  den  Kreispunkten ,  in  welchen  x  =  0 
ist,  sind  diese  Werte  gleich.  Dieselben  sind  dadurch  ausgezeichnet, 
dass  hier  die  Richtung  der  Differentiation  mit  der  Tangente  des 
Kreises  zusammenfällt. 

Bildet  man  die  Differentialquotienten  von  ti  in  der  Richtung  der 
Normalen,  so  wird  für  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  n^ 

- —  =  -  M^=--27t8 
dn^  Jtt 

und  für  die  nach  innen  gerichtete  Normale  n^ 

1^  =  0. 
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Es  bestellt  also  in  dem  behandelten  Beispiel  die  Gleichung 
du         du  ^    ^ 

1- =  —  ZTIO, 

Diese   Gleichung   soll   allgemein   bewiesen   werden.      Zu   dem    Zwecke 
formen  wir  das  Integral 

um,  indem  wir  mit  a^  h  die  Koordinaten  eines  Punktes  auf  der  Kurve 
bezeichnen  und  r  =  y{x  —  df  +  {y  —  hy  setzen. 

Es  sei  n  die  Richtung  der  nach  innen  gekehrten  Normalen  der 
Kurve,  falls  diese  geschlossen  ist,  do  die  positive  Richtung  des  Bogen- 
elementes,  die  so  gewühlt  ist,  dass  die  innere  Normale  zur  linken 
liegt  (ebenso  wie  die  positive  Ordinatenachse  zur  Richtung  der  positiven 
Abscissenachse).  Bezeichnet  man  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 
Normale  n  mit  den  Achsen  a  und  h  bildet,  durch  cos  {no)  und  cos  (nh\ 
so  ist 

i  K  J ) = '="'  ('*'')  i  K7) + ''''  (''^)  Ä  ^  (7)' 


also: 


^z(i)  =  cos(«6)^z(i)  _  cos(««)-^^/(A); 
l (i)  =  cos {na)^l (i)  +  cos (nb)  £-l{l ), 
(1)  =  cos  (nb)  j^l{~)-  cos  (na) ^  l  (1). 


_3_ 
da 

CO 


Mithin  wird 


dx 


Wir  nehmen  an,  dass  in  der  Umgebung  der  Randstelle,  in  welche 
der  Punkt  x,  y  rücken  soll,  die  Dichte  d  einen  endlichen  und  integrier- 
baren Differentialquotienten  besitzt  und  dass  die  Randkurve  selbst 
dort  so  beschaffen  ist,  dass  die  Differentialquotienten  von  cos(^«7) 
und  cos  {nb)  endlich  und  integrierbar  sind.  Letzteres  ist  z.  B.  sicher 
der  Fall,  wenn  nicht  nur  die  Tangente,  sondern  auch  die  Krümmung 
der  Kurve   an  der   betrachteten  Stelle   sich   stetig  ändert.     Man   kann 


cu 


alsdann  den  Differential  quo  tienten  .   '-,  abgesehen  von  den  Kurventeilen, 

c  X 
die  in  endlicher  Entfernung  von  der  betrachteten  Stelle  liegen,  durch 
Integyale   darstellen,   welche   sich   auf  einen  beliebig   kleinen  Teil  der 


Erstes  Kapitel:  Allgemeine  Sätze  über  Potentialfunktionen.    §  9.  33 

belegten  Kurve  beziehen^  und  vermittelst  teil  weiser  Integration  ergiebt 
sich  die  Formel: 

-|dcos(»a)^ig)  d6  -[dcos(nb)l{^)]\J'^{öcosinb))l{^)cla. 

Das  letzte  Integral  ändert  sieb  stetig,  wenn  der  Punkt  x,  y  durch 
den  Randpunkt  hindurchtritt;  denn  es  ist  ein  Potential.  Vom  ersten 
Integral  soll  im  folgenden  Paragraphen  bewiesen  werden,  dass  es  den 
Grenzwert  ..  d     f  \\ 

—  tiÖq  cos  (na)  —  j  d  cos  (n a)  -—  / (  —  jdö 

erhält,  wenn  der  Punkt  rr,  y  von  innen  an  den  Randpunkt  a,  h  tritt; 
dagegen  den  Wert 

-\-  tiÖq  cos  (na)  —  1  ^  cos  (710)  7— M  — )  dö^ 

wenn  der  Punkt  von  aussen  nach  dem  Randpunkt  ß,  h  rückt.  Es 
bedeutet  hierbei  d^  den  Wert  von  d  im  Randpunkt  a,  h  und  r^  die 
Entfernungen  dieses  Randpunktes  von  den  Elementen  dö. 

Mithin  wird,  wenn  wir  den  Potentialwert  auf  der  äusseren  Seite 
mit  t/^,,  auf  der  inneren  mit  Ui  bezeichnen  (längs  des  Randes  ist 
iie.  =  Ui)j  für  die  Punkte  des  Randes,  da  statt  cos  (nd)  auch  cos  (w^), 
statt  cos(n?>)  auch  cos{ny)  geschrieben  werden  kann: 

dUi  dUe 


=  —  27tdn  Gos(nx). 

dx         dx  UV/ 


Desgleichen  ist  auch 


d%li  dUe  et      ^  r        \ 

-^-  — =  -2«d„cos(«2,). 
Also  wird  für  die  nach  innen  gerichtete  Normale: 


^t(/       du. 


27tÖ 


0? 


dn         dn 

oder  wenn  wir  die  nach  innen  und  die  nach  aussen  gerichtete  Normale 
mit  n^  und  n.,  unterscheiden  und  den  Wert  des  Potentiales  am  Rande 
einfach  mit  ü  bezeichnen: 

dU      dU 

dn^        dn.. 


+  -— -=-2;r^o- 


Bei  dieser  Gleichung  muss  man  indessen  eingedenk  bleiben,  dass 
sie  eigentlich  eine  Grenzgleichung  darstellt,  indem  die  Differential- 
quotienten,  welche  sie   enthält,   zunächst   für  Potentialwerte   gebildet 

Harnack,  Die  Grundlagen  etc.  ♦> 
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sind,   die  zu  benachbarten  Punkten  auf  beiden  Seiten  des  Randes  ge- 
hören.* 

Der  Fall,  wo  der  Punkt  x^  y  in  einen  Eckpunkt  der  Kurve  rückt, 
oder  in  einen  Endpunkt,  wenn  dieselbe  nicht  geschlossen  ist,  soll 
nachher  noch  erörtert  werden. 

§  10. 

Wir  bezeichnen  mit  t  eine  beliebige,  aber  vollständig  begrenzte 
ebene  Fläche,  mit  da  ein  Element  des  Randes.  In  diesem  Element 
mit  den  Koordinaten  w,  h  errichten  wir  nach  dem  Innern  der  Fläche  t 
die  Normale  n  und  bezeichnen  mit  (rn)  den  Winkel  zwischen  dieser 
Richtung  der  Normalen  und  der  Verbindungslinie  r  des  Punktes  nr,  h 
und  des  Punktes  x,  y  (und  zwar  in  der  Richtung  von  a,  h  nach  rr,  y). 
Das  Integral  f  cos  (rn)       ' 


J 


ist  gleich  dem  Integral 

Denn  es  ist 

d  ,/l\  \     dr  \  (dr         .     .        dr         /   .A        1         /     n 

—  /(  —  )  =  —- = 1  ;—  cos  (na)  +  -7—  cos  (nh) )  =  —  cos  im). 

dn\r)  r     dn  r  \da        ^     ^  ^  dl)         ^     V        r         ^     ^ 

Beschreibt  man  um  den  Punkt  x,  y  als  Mittelpunkt  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  1,  so  schneiden  die  von  x,  y  an  das  Kurvenelement 
dö  ausgehenden  Radien  ein  Element  {dö)^  aus  dem  Kreise  aus,  sodass 

r  {da)x  =  da  cos  {rn), 
und  zwar  ist  das  Element  {da)^.  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  das 
Bogenelement  da  seine  innere  oder  äussere  Seite  dem  Punkte  x,  y 
zukehrt,  oder  je  nachdem  der  von  x,  y  ausgehende  Radius  an  der 
Stelle  da  aus  der  Fläche  r  austritt  oder  in  dieselbe  eintritt.  Man 
kann  die  Grösse  {da)x  auch  als  die  scheinbare  Grösse  des  Kurven- 
elementes da,  vom  Punkte  x,  y  aus  gesehen,  bezeichnen,  wobei  dieser 
Wert  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  das  Element  da  seine 
innere  oder  äussere  Seite  dem  Punkte  x,  y  zukehrt.     Demnach  ist 


*  Auch  diese  Gleichung  lässt  sich  nach  einem  Verfahren,  welches  dem  von 
Herrn  Holder  für  Flächenpotentiale  im  Räume  analog  ist,  beweisen,  wenn  für 
die  Änderung  der  Dichte  8  nur  eine  Bedingung  von  der  Form 

abs  \8  -  8^]  <CArf< 
angenommen  wird. 
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Liegt  nun  der  Punkt  x^  y  im  Innern  der  geschlossenen  Kurve, 
so  wird 

f{da%  =  2%. 

Liegt  der  Punkt  ausserhalb  der  geschlossenen  Kurve,  so  ist 

Liegt  der  Punkt  auf  der  Kurve  selbst,  und  zwar  an  einer  Stelle, 
wo  die  Tangente  sich  stetig  ändert  und  keine  Spitze  vorhanden  ist, 
so  ist,  wenn  wir  jetzt  zum  Unterschiede  von  den  vorigen  Fällen  statt 
des  Index  x  den  Index  s  schreiben: 

f(dö)s==7t. 

Ist  aber  die  betrachtete  Randstelle  eine  Ecke,  und  ist  a  die  Grösse 
des  Winkels,  den  die  Tangenten  an  dieser  Ecke  miteinander  bilden, 
und  zwar  der  nach  innen  gekehrte  Scheitelwinkel,  so  ist 

f(d  a)s  =  cc. 

Der  analytische  Beweis  dieser  Sätze  ist  leicht  zu  führen  dadurch, 
dass  man  die  Kurve  auf  ein  Polarkoordinatensystem  mit  dem  Punkt  x 
als  Pol  bezieht,  wenn  man  annimmt,  dass  in  allen  Punkten  des  Randes 
(bis  auf  einzelne  Eckpunkte  oder  Spitzen)  eine  bestimmte  Tangente 
vorhanden  ist,  deren  Richtung  sich  stetig  ändert,  und  dass  ein  vom 
Punkte  X,  y  ausgehender  Radius  immer  nur  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Punkten  die  Randkurve  schneidet  (es  sei  denn,  was  auch 
zulässig  ist,  dass  er  eine  ganze  Strecke  mit  dem  Rande  gemein  hat). 
Unter  allgemeineren  Voraussetzungen  der  blossen  Integrierbarkeit  des 
Bogenelementes  d(5  lassen  sich  die  Gleichungen  zwar  auch  beweisen, 
doch  wird  der  Beweis  kompliziert. 

Für  den  Fall,  dass  die  Kurve  keine  geschlossene  ist,  hat  man 
zuerst  diejenige  Seite,  nach  welcher  die  Normalen  konstruiert  werden, 
als  positive,  von  der  anderen,  welche  die  negative  heissen  soll,  will- 
kürlich festzusetzen.  Der  Wert  des  Integrales  stellt  für  alle  Punkte, 
die  nicht  auf  dem  Kurvenbogen  liegen,  den  Winkel  dar,  unter  welchem 
derselbe  von  dem  Punkt  aus  gesehen  wird,  und  zwar  mit  positivem 
oder  negativem  Zeichen,  je  nachdem  die  vom  Punkte  innerhalb  dieses 
Winkels  ausgehenden  Strahlen  die  positive  oder  negative  Seite  der 
Kurve  zuerst  treffen.  Liegt  der  Punkt  s  auf  der  Kurve,  so  setzt  sich 
der  Wert  des  Integrales  aus  den  beiden  Winkeln  zusammen,  welche 
die  vom  Punkte  s  an  die  Endpunkte  des  Bogens  gezogenen  Sehnen 
mit  der  Tangente  oder  den  beiden  Tangenten  im  Punkte  s  ein- 
schliessen. 
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Es  sei  nun  U  eine  in  den  Punkten  der  Kurve  6  überall  endliche 
und  stetige  Funktion,  und  es  werde  das  Integral 


U{d6\ 


betrachtet.  Die  Funktion  w  ist  eine  Potentialfunktion,  d.  li.  sie  genügt 
in  allen  Punkten  der  Ebene,  mit  Ausnahme  der  Kurvenpunkte,  der 
partiellen  Differentialgleichung 

Es  soll  der  Wert  ermittelt  werden,  nach  welchem  ii  konvergiert, 
wenn  der  Punkt  x^  y  in  einen  Punkt  s  des  Randes  rückt;  dabei  sind 
die  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  x^  y  sich  von  der  positiven 
Seite  oder  von  der  negativen  der  Kurve  nähert. 

Umgiebt  man  die  Stelle  s  mit  einem  beliebig  kleinen  Kreise, 
welcher  auf  der  Kurve  den  Bogen  (3^  ausschneidet,  so  kann  man  das 
Integral  u  in  zwei  Teile  u-^  und  u.^,  zerlegen,  von  denen  sich  der  eine 
auf  den  Bogen  (?i,  der  andere  auf  den  noch  übrigen  Teil  6^  von  6 
bezieht.     Da  in  dem  Integrale 

die  Funktion   -^  M      )  endlich  und  stetig  bleibt,  auch  wenn  der  Punkt  x 

in  den  Punkt  s  hineinrückt,  so  ist 

lim  ^2  =J  U  (d  62)3- 
Im  Integrale 

bezeichne  man  mit  U,-  den  Wert  der  Funktion  U  im  Punkte  s.  Da 
die  Länge  a^  beliebig  klein  gewählt  werden  kann,  so  kann  dieselbe 
so  fixiert  werden,  dass  alle  Werte,  welche  die  Funktion  U  auf  dem 
Bogen  ö^  besitzt,  von  dem  Werte  f/.,  um  eine  Grösse  differieren,  die 
kleiner  ist  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  e.     Es  ist  demnach 

^1  =  üsf(da^%  ±  (<  sfahs  (d öi%). 

Rückt  nun  der  Punkt  x  in  den  Randpunkt  s,  so  geht  /  (d  6^)^ 
in  den  Winkel  a'  über,  welchen  die  von  dem  Punkte  s  an  die  End- 
punkte des  Bogens  6^  gezogenen  Seimen  miteinander  bilden.  Dabei 
ist,  wenn  der  Punkt  sich  von  der  positiven  Seite  der  Kurve  nähert, 
a'  ein  positiver  Wert,  und  zwar  derjenige  Scheitelwinkel,  welcher  den 
Punkt  Xy  y  nicht  enthält.     Also  ist 

limu  =  limUj^  +  limw^  =  U,a'  ±  (<  sjahsißa^)^)  -\-  C U (d  a.,\. 
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Die  Grösse  fahsida^x  ist  jedenfalls  eine  endliche,  wenn  wir  an- 
nehmen, dass  der  Bogen  0^  keinen  der  vom  Punkte  x  ausgehenden 
Strahlen  in  unendlich  vielen  Punkten  durchschneidet.  Wird  nun  die 
Grösse  0^  immer  mehr  verkleinert,  so  geht  a'  in  den  Winkel  über, 
welchen  die  Tangenten  der  Kurve  im  Punkte  s  miteinander  bilden, 
d.  h.  in  den  Wert  tt,  wenn  die  Kurve  daselbst  keine  Ecke  oder  Spitze 
hat,  und  in  den  Wert  2:r  —  «,  wenn  s  ein  Eckpunkt  mit  der  Winkel- 
öffiiung  a  auf  der  positiven  Seite  der  Kurve  ist.  Bei  Verkleinerung 
von  (?j  konvergiert  £  nach  null;  ferner  erhält  fU{d(5^s  einen  be- 
stimmten W^ert,  den  wir  mit 

JU{da), 

bezeichnen  können.  Denn  die  Änderungen,  welche  jenes  Integral  er- 
fährt, wenn  (J^  in  (5  übergeht,  sind  kleiner  als  der  Maximalwert  von 
U  multipliziert  mit  dem  Integrale  jal)S  {d^^g-  Hat  nun  die  Kurve 
in  der  Umgebung  der  Stelle  s  nicht  unendlich  viele  Wendungen^ 
so  konvergiert  dieses  Integral  mit  6^  nach  null.     Also  wird 

\\mu  =  7tüs  +  fü(d0)s  oder  limu  =  (27C  —  a)  Ug-}- fU(da), 

je  nach  der  Beschaffenheit  des  Randpunktes  s.  Nähert  sich  aber  der 
Punkt  Xj  y  von  der  entgegengesetzten  Seite  dem  Randpunkte  s,  so 
wird  entsprechend  den  vorigen  beiden  Fällen: 

lim n  =  —  7iüs+  fU{d (?)«   oder  lim u  =  —  aus  +  /  U (d (?)«. 

In  einem  Endpunkt  der  Kurve  hängt  der  Grenzwert  der  Funktion  ti 
von  der  Richtung  ab,  auf  welcher  der  Punkt  x,  y  in  den  Randpunkt 
hineinrückt.  Der  Übergang  der  Funktion  ti  in  ihren  Grenzwert  ist 
dabei  ein  gleichn^issig  stetiger  in  der  Umgebung  jedes  Randpunktes  s, 
in  welchem  U  stetig  ist,  d.  h.  um  jeden  solchen  Randpunkt  lässt  sich 
ein  Bereich  angeben,  das  einerseits  von  einem  Teil  der  Randkurve  0^ 
andererseits  von  einem  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  s 
ist,  begrenzt  wird,  sodass  für  alle  Punkte  a;,  ^,  die  in  das  Innere 
dieses  Bereiches  fallen,  der  Wert  der  Funktion  u  nur  noch  beliebig 
wenig  von  dem  Grenzwerte,  den  u  in  s  besitzt,  abweicht. 

Denn    man    kann    erstlich   0^  so  klein  wählen,    dass  s  j ahs{d0^)x 

kleiner  wird  als    -  :  es  ist  dann 
0 


U,jida,%±{<-1)^ 


Ferner  kann  man  um  den  Punkt  s  einen  Kreis  beschreiben,  so- 
dass für  alle  Punkte  x  im  Innern  dieses  Kreises  der  Winkel  «',  unter 
welchem    0^    von   s   aus    erscheint,    beliebig    wenig    von    dem  Winkel 
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f{d(yj)jc  abweicht,  sodass  [^UsCx!  —  Us  f  {d(Ji)x\  < -^  wird.    Eiidlicli  lässt 

sich,   da   {da^x  ^  ^~  ^  \)  ^  ^2   ^^^®  stetige  Funktion  der  Variabelen 
X  und  y  ist,  um  den  Punkt  s  ein  Bereich  angeben,  sodass 


'.hs  [  f'uidö,),  -  i'uido.l'j  <  1 


wird.  Ist  dies  geschehen,  so  unterscheidet  sich  in  diesem  Bereich 
der  Wert  von  u  von  dem  Grenzwert  in  s  um  weniger  als  6. 

Im  Gegensatze  hierzu  ist  zu  bemerken,  dass  der  Übergang  in 
deu  Grenzwert  kein  gleichm'assig  stetiger  sein  würde  in  der  Um- 
gebung solcher  Stellen,  an  denen  U  unstetig  wird,  sei  es,  dass  es 
eine  sprungweise  Wertänderung  erleidet  oder  unbestimmt  ist. 

Die  Funktion 


u^j 


'ü'--l(^)dc, 


wird  das  Potential  einer  Doppelbelegung  der  Kurve  ö  mit  dem 
Moment  U  genannt.  Die  Grenzwerte  des  Potentiales  einer  Doppel- 
belegung sind  also  voneinander  verschieden,  je  nachdem  der  Punkt  ir,  y 
von  der  einen  oder  von  der  andern  Seite  auf  die  Kurve  rückt.  Unter- 
scheidet man  die  beiden  Werte  durch  Ui  und  C/g,  wobei  die  innere 
Seite  i  diejenige  ist,  auf  welcher  die  Normalen  n  konstruiert  sind,  so 
ist  die  Gleichung  bewiesen: 

Ist  die  Funktion  U  bloss  endlich  und  integrierbar,  so  ist  die 
Differenz  Ui  —  U^  an  allen  den  Stellen  s,  in  deren  Umgebung  die 
Schwankungen  der  Funktion  U  kleiner  sind  als  eine  Grösse  £,  von 
2'JtlJs  um  eine  Grösse  unterschieden,  welche  kleiner  ist  als  das  Pro- 
dukt von  £  mit  einer  endlichen  Grösse. 


§11. 

Es    bezeichne   iV  =  —   /  — -  Z  ( —  j  dm   die    in    die    Richtung    n 

fallende  Komponente  der  Kraft,  welche  von  einem  Massensystem, 
dessen  Elemente  d  m  die  Koordinaten  x,  y  haben  sollen ,  auf 
einen  Punkt  a,  h  (mit  der  Masse  1)  ausgeübt  wird.  Die  wirkende 
Masse  kann  über  eine  ebene  Fläche  oder  eine  Kurve  ausgebreitet 
sein.      Den    Punkt    0,  b    denken    wir    uns    auf    einer    geschlossenen 
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Kurve  a  gelegen,  deren  Fläclieninliiilt  t  heissen  möge.  Wir  bilden 
über  diese  ganze  Kurve  das  Integral 

wobei  n  die  innere  Normale  der  Kurve  in  jedem  Elemente  da  an- 
j«-eben  soll.  Wenn  nun  r  nicht  null  wird^  d.  li.  wenn  die  Kurve  ö 
keine  wirkenden  Massen  enthält,  so  kann  man  die  Reihenfolge  der 
Integrationen  vertauschen,  und  es  ist 


-f^'^'^-ß^'ßn'il)'''- 


Da  die  Komponente  -  N  gleich  ist  der  Ableitung  des  Potentiales  u 
nach  der  Richtung  n^  so  ist 


Liegen   die  Massen  sämtlich  innerhalb  der  geschlossenen  Kurve  (?,   so 
ist  für  jedes  Element  dm 

r±lQ^do=^27t,     also      r^j^dö  =  27tl'dm=^2^M. 

Liegen  die  Massen  sämtlich  ausserhalb  der  Kurve,  so  ist  für  jedes 
Element  dm 

f±l(^)dö==0,     also      fl^dö^O. 

Es    sei   nun   die  Masse  M  ausgebreitet  über  eine  ebene  Fläche  S 
und  die  Fläche  r  enthalte  einen  Teil  dieser  Fläche.     Nun  ist 

ß'/jn  '  (r )  '^"* 

durch  eine  Grenzbetrachtung  zu  bestimmen,  da  in  den  Punkten  der 
Randkurve  von  r,  welche  in  S  liegen,  r  gleich  null  wird.  Man  scheide 
daher  zunächst  die  Massen  aus,  welche  innerhalb  eines  beliebig  schmalen 
Streifens  liegen,  der  den  Teil  der  Kurve  a,  welcher  innerhalb  S  liegt, 
umgiebt.     Das    so   veränderte  Massensystem   heisse  31'.     Es   ist  dann 

ß^JK^'-' 

zu  bilden,  und  der  Grenzwert  aufzusuchen  für  31' ==  M.     Nun  ist 
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und  es  wird  das  innere  Integral  gleich  2%  oder  0,  je  nachdem  dm! 
innerhalb  der  Fläche  x  liegt  oder  ausserhalb.  Also  ist '  der  Wert 
gleich  2%M\j  wobei  M\  den  Teil  der  Masse  M^  bedeutet,  der  inner- 
halb t  fällt.     Lässt  man  31'  gleich  M  werden,  so  ist 

lim      fda  I  ^l(-)  dm'  =  2%M., 
M'.-  mJ       J  dn    \rJ  ^' 

wobei  ilij  den  Teil  von  M  angiebt,  der  im  Innern  der  Fläche  r  sich 
befindet.     Es  ist  nun 

lim     fda  f±lf^)dm'=  fdo  lim     f^l(^)dm'==  fda  fi-li^^dm, 
^f'-Mj       J  dn    \rJ  J        M-     mJ  dn    \r J  J       J  dn    \rJ       ' 

weil  wie  früher  bewiesen    1  t—  l{  —  ]  dm  einen  bestimmten  Wert  hat, 

J  dn    \r I  ^ 

auch  für  solche  Punkte  a,  &,  die  innerhalb  der  mit  Masse  belegten 
Fläche  liegen,  und  es  ist  auch 


/Ä'a-)" 


du 
m  =  ^ 

dn 


Also  besteht  auch  jetzt  noch  die  Gleichung 


/ 


d  u  -,         „     - , 
—-  d6  =  27iM., 

dn 


wobei  J/j  den  Teil  der  Masse  bedeutet,  der  im  Innern  der  Kurve  0 
sich  befindet. 

Aus  diesen  Integralformeln  folgt:  Ist  das  Potential  einer  mit 
Masse  erfüllten  Fläche  im  Innern  dieser  Fläche  allenthalbaü  konstant, 
so  ist  in  jedem  beliebig  kleinen  Gebiete  die  Summe  der  Massen  gleich 
null.  Da  die  Summe  der  Massen  für  jedes  Gebiet  t  gleich  \8dz  ist, 
so  folgt  hieraus  weiter,  dass  der  mittlere  Wert  der  Dichtigkeit  in 
jedem  beliebig  kleinen  Gebiete  null  ist.  Ist  also  die  Dichtigkeit  stetig, 
so  ist  sie  überhaupt  gleich  null.  Ist  die  Dichtigkeit  nicht  stetig, 
sondern  nur  endlich  und  integrierbar,  so  lassen  sich  alle  die  Stellen, 
an  denen  ihr  Betrag  grösser  ist  als  irgend  eine  noch  so  kleine  Grösse  f, 
in  Flächenelemente  einschliessen,  deren  Summe  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann. 

Es  sei  die  Masse  ausgebreitet  auf  einer  Kurve  c.  Ein  Teil  dieser 
Kurve  sei  in  der  Fläche  r  enthalten.  Wir  müssen  jetzt  wieder  die 
Massenelemente,    die   in  den  Schnittpunkten  des  Randes  6  von  x  und 
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der  mit  Masse  belegten  Kurve  c  liegen,  durch  beliebig  kleine  Bogen- 
stücke  von  c  ausscheiden.     Sonach  wird  wie  vorhin 

J  dn  Ar/ 
das  Integral  über  die  übrigen  Massenelemente,  und  es  ist 

ß'ffn  '  (7)  '^  ^ß^^'f-L  '(j)'"^-  2.i.f '., 

wobei  M\    den  Teil   von  M'   bezeichnet,    der  innerhalb  der  Fläche  r 
liegt.     Es  ist  also  auch 


lim     fdm'  f'-l-  l(-)d6==  27t M,. 


31' 

Man  kann  dieses  letzte  Integral  noch  in  anderer  Form  darstellen. 
Auf  der  Kurve  6  schneide  man  die  Schnittpunkte,  welche  Massen- 
elemente enthalten,  durch  beliebig  kleine  Bogenstücke  aus.  Diese 
Stücke  mögen  zusammen  a^  heissen,  der  übrige  Teil  von  ö  heisse  ö^'i 
so  ist 

Im  zweiten  Integral,  welches  sich  auf  o^  bezieht,  wird  r  nicht  null; 
denn  die  Elemente  do.^  behalten  eine  bestimmte  endliche  Entfernung 
von  allen  Massenelementen  dm.     Es  ist  also 

Lässt  man  o^  nach  null  konvergieren,  so  wird  das  letzte  Integral 
gleich  null;   im  mittleren  Integral  bleibt 


71 


dn     -r 


jedenfalls  eine  endliche  Grösse;  denn  es  giebt  den  Winkel  an,  unter 
welchem  der  Bogen  6^  ^^^^  schliesslich  der  Bogen  6  von  jedem  Massen- 
element, welches  durch  dm  —  dm'  dargestellt  ist,  gesehen  wird.  Dem- 
nach verschwindet  das  mittlere  Integral,  wenn  31'  =  31  wird,  und 
sonach  ist 


lim      /  d7n'  1  -—-}{  —  )  d  6  =  lim     1  dö^  1  :r-H      )  d^, 

M'     mJ        J  dn    Vr/  0.^-0 J       \J  dn    V/ 


also  auch 
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oder 


lim    (da.,  I  /   l  (-)  dm  =  27t3I, 
lim    f^^dö^=2%M^. 


Hieraus  folgt  der  Satz:  Ist  das  Potential  einer  Kurvenbelegung 
zu  beiden  Seiten  der  belegten  Kurve  konstant,  so  ist  die  Summe  der 
Massen  auf  jedem  beliebig  kleinen  Teile  der  Kurve  gleicb  null.  Ist 
also  die  Dichtigkeit  stetig,  so  ist  sie  allenthalben  gleich  null. 

Hieraus  folgt  weiter:  Ist  die  mit  Masse  belegte  Kurve  nicht  ge- 
schlossen, so  muss  die  Summe  der  Massen  auf  jedem  beliebig  kleinen 
Kurvenstück  gleich  null  sein,  falls  das  Potential  in  irgend  einem  Ge- 
biet der  Ebene  konstant  ist.  Denn  nach  dem  im  §  2  bewiesenen 
Satze  kann  man  in  diesem  Falle  schliessen,  dass  es  für  alle  Punkte 
der  Ebene  konstant  ist. 

Bezüglich  der  geschlossenen  Kurven  werden  die  analogen  Ver- 
hältnisse im  zweiten  Kapitel  noch  näher  erläutert  werden. 

Man  kann  nun  irgend  einen  Teil  c  der  mit  Masse  belegten  Kurve 
durch  zwei  beliebig  nahe  konstruierte  Kurvenbogen  c^  und  c^  ein- 
schliessen.  Führt  man  das  Integral  längs  dieser  beiden  Kurven,  in- 
dem man  die  Richtung  n  der  Normale  so  wählt,  dass  sie  in  das 
Innere  des  von  den  Kurven  q  und  Cg  umschlossenen  Gebietes  führt, 
so  wird 


oder 


J       ^    dn     J  du 


Die  beiden  Kurven  q  und  c^  können  aber  schliesslich  mit  der 
Kurve  c  zusammenfallen.  Bezeichnen  wir  die  Potentialwerte,  je  nach- 
dem sie  auf  der  inneren  Seite  von  c  oder  auf  der  äusseren  liegen, 
mit  Ui  imd  Uey  und  lassen  wir  c^  von  der  inneren,  a^  von  der  äusseren 
Seite  an  c  rücken,  so  ist,  wenn  n  die  Richtung  der  Normalen  auf 
der  Innenseite  von  c  angiebt: 

-lim    f^  de,  +  lim    ßp-dc,==27tM, 
oder  in  kürzerer,  jedoch  im  allgemeinen  minder  strengen  Bezeichnung 

J    \dn  dnJ  ^ 
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Schreibt  man  diese  Gleiclmng  in  der  Form: 

'dUi       du. 


y( 


dn         dn 


-\-27t8^dc  =  0, 


so  erkennt  man,  dass  sie  eine  Verallgemeinerung  der  am  Schlüsse 
des  §  9  bewiesenen  Relation  ist.  Hier  bezieht  sich  die  Gleichung  auf 
ein  beliebiges  Stück  der  mit  Masse  belegten  Kurve,  während  sie  dort 
für  eine  bestimmte  Stelle  bewiesen  wurde.  Während  aber  dort  die 
Giltigkeit  nur  unter  der  Annahme  gezeigt  wurde,  dass  die  Dichtigkeit 
eine  differentiierbare  Funktion  ist,  unterliegt  hier  8  nur  der  Voraus- 
setzung der  Integrierbarkeit. 


§  1^. 

Die  Gleichung,  welche  im  vorigen  Paragraph  für  ein  Potential 
bewiesen  wurde,  bei  welchem  die  Dichtigkeit  der  Flächenbelegung  d 
ist,  nämlich 

I ^da=^  2itM^  =  2%  iddr, 
lässt  sich  zufolge  der  Relation  (§  6) 

auch  in  der  Form  schreiben: 

Das  Flächenintegral  auf  der  rechten  Seite  ist  dabei  ausgedehnt 
über  ein  geschlossenes  Gebiet,  das  Kurvenintegral  auf  der  linken  Seite 
bezieht  sich  auf  den  Rand  dieses  Gebietes. 

In  dieser  Form  sagt  die  Gleichung  eine  allgemeine  Integraleigen- 
schaft irgend  einer  Funktion  zweier  Variabel en  aus,  welche  für  ein 
im  Endlichen  geschlossenes  Gebiet  so  definiert  ist,  dass  die  Funktion 
nebst  ihren  ersten  Ableitungen  im  Innern  dieses  Gebietes  endlich  und 
stetig  ist,  so  zwar,  dass  ihre  ersten  Ableitungen  auch  beim  Übergang 
in  den  Rand  des  Gebietes  stetig  bleiben,  während  die  zweiten  Ab- 
leitungen integrierbar  sein  müssen. 

Denn  bezeichnet  f  eine  Funktion,   deren  Ableitungen  r—  und  — 

V  oc  V  y 

in  einem  Gebiet  x  integrierbar  sind,  so  ist 
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wobei  die  Integrale  rechts  nur  noch  für  die  Punkte  des  Randes  zu 
bilden  sind.  Es  ist  aber^  wenn  n  die  Richtung  der  inneren  Normalen 
angiebt,  an  den  Austrittsstellen  der  Parallelen: 

dx  =  —  dß  cos  {ny)j     dy  =  —  da  cos  (iix)y 

an  den  Eintrittsstellen: 

dx  =  dö  cos  {ny),     dy  =  da  cos  (nx). 

Der  Beweis  ist  einfach  zu  führen,  wenn  man  voraussetzt,  dass 
die  Randkurve  überall  eine  bestimmte  Tangente  hat,  die  sich  im 
allgemeinen  stetig  ändert,  sodass  nur  an  einzelnen  Punkten  Ecken 
oder  Spitzen  auftreten,  und  dass  die  Parallelen  zur  x-  und  ^ -Achse  den 
Rand  immer  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  schneiden. 
Es  wird  also 

/   /  '7)~  ^^^^y  ="  ~~  I  f  cos  (nx)  da^    j   j  -     dxdy  =  —  1  f  cos  (ny)  da. 

du 
Wird  hier  für  f  im  ersten  Integral  der  Wert   .    ?  im  zweiten  der 

u  X 

Wert  -^  eingeführt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

/  /  dx"  '^^~l  -^^cos(wa;)^^(?,  /  /  j^^dxdy=-J  ^^  cos {7iy) da, 
folglich  durch  Addition 

I)  JJ   \jx^^Jf)'''y=='-J  dn'''        , 

Aus  denselben  Integralen  ergiebt  sich,  wenn  man  für  f  den  Wert 

a(t|2)       ^     du        ,       ,  -       -^^    ,d(u^)       ^    du     .   p..,    , 

-~—^  =  2u  —-  und  sodann  den  Wert  ^-  =  zu  ---  eintuhrt. 

dx  dx  dy  dy 

Wird  schliesslich  für  f  der  Wert  (u  ^ v-:—)  und  sodann  der 

\     dx  dx' 

Wert  \u v—-\  substituiert,  so  erhält  man 

\    oy         dy/ 

TTtx  r r[  /^'^'   ^'^'\    (^^u  ^'^*M  7  ;      n  ^^    ^^^^^ 
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Aus  diesen  Greenscben  Integralformeln  (Grelles  Journal  B.  44) 
lassen  sich  folgende  Schlüsse  ziehen: 

Erstens:  Ist(?  eine  geschlossene  Kurve  mit  der  inneren  Normale 
n  und  sind  u  und  v  zwei  Potentialfunktionen,  welche  also  im  Innern 
der  Kurve  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  stetig 
sind  und  den  partiellen  Differentialgleichungen 

crenüffen,  so  ist 

la)  /   —d6  =  0. 

^  J    dn 

".)   /[©"+(ii)']'"»-/'S*' 

Man  bezeichne  nun  mit  £„  die  Entfernungen  eines  bestimmten 
Punktes,    welcher    ausserhalb    der   von  ö  umschlossenen  Fläche   liegt, 

von  den  Punkten  des  Randes  (?,  und  es  werde  l\  — )  gleich  Ta  gesetzt; 
alsdann  kann  in  der  Formel  III a)  an  Stelle  der  Funktion  v  die 
Funktion  Ta  eingeführt  werden,  und  es  ist 

Ist  aber  £/  die  Entfernung  eines  innerhalb  6  gelegenen  Punktes 
i  von  den  Punkten  des  Randes,  und  setzt  man  T,  =  l  yj:),  so  kann 
die  Formel  III)  nicht  ohne  weiteres  angewandt  werden  dadurch,  dass 
man  v  =  T,  annimmt,  denn  es  wird  die  Funktion  Ti  in  dem  Punkte  i 
unendlich.  Umschliesst  man  den  Punkt  i  mit  einem  beliebig  kleinen 
Kreise,  dessen  Radius  r  heisse,  so  gilt  die  Formel  III  für  die  Fläche, 
welche  von  dem  Rande  und  diesem  Kreise  begrenzt  ist.  Da  nun  auf 
diesem  Kreise 

\rJ^      dn  r' 

ist,  so  wird  der  Bestandteil  des  Integrales,  welcher  sich  auf  diesen 
Kreis  bezieht 

-/•«-'(7)'/S''» 

oder   gleich  -  fiid^,  weil  j  ^  d^  zufolge   der   Gleichung   la)    ver- 


46  Erstes  Kapitel:  Allgemeine  Sätze  über  Potentialfunktionen.    §  12. 

schwindet.  Lässt  man  r  nach  null  konvergieren,  so  wird  dieser  Wert 
gleich  —  2'KUi,  wobei  ui  den  Wert  von  u  im  Punkte  i  bezeichnet; 
also  ist 


J    \      dn  dnJ 


Die  Gleichungen  la)  bis  Va)  gelten  auch,  wenn  der  Rand  aus 
mehreren  Kurven  besteht,  die  ebene  Fläche  also  eine  mehrfach  zu- 
sammenhängende ist. 

Zweitens:  Es  sei  6  eine  geschlossene  Kurve  mit  der  äusseren 
Normalen  iV,  u  und  v  seien  zwei  Potentialfunktionen,  welche  im 
äusseren  Gebiet  der  Kurve  überall  endlich  und  stetig  sind  und  also 
den  Differentialgleichungen  genügen:  A^^<  =  0,  A^v  =  0. 

Im  Unendlichen  aber  sollen  diese  Funktionen  sich  wie  Potentiale 
verhalten,  d.  h.  (§  1)  entweder   verschwinden   oder   unendlich  werden, 

wie  Mli—j  für  r=  Go.     Auf  einem  beliebig  grossen  Kreise  besteht 
dann  die  konvergente  Entwickelung 

u  =  Ml  \—j  +^  ( — j  {ük  cos l^  +  hk  sin l^). 

A  =  l 

Man  umschliesse  nun  die  Kurve  <3  mit  einem  Kreise  von  beliebig 
grossem  Radius  r  und  bilde  die  obigen  Tntegralformeln  für  das  Gebiet, 
welches  von  6  und  diesem  Kreise  begrenzt  ist.     Es  wird  dann 

Aus  der  Entwickelung  für  n  folgt  aber 

M y-k  (      )       (ük  cos  Jc^  +  hk  sin  h^), 


du  ,,1 

k==l 


also      /  J^  rdd'  =  -  27t M.     Mithin  ist 
J    ^'^ 

Tb)  r^dö  =  -27tM. 


Ferner  wird 


lim     ß^  rd^  =-MH  Q^  Cd^  =  ~2%M^l  (  J  )  für  r 


und  da 


so  ist 
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n'')  /4;-  ''^  +/[(£)  +  S)l  ^^^y-^  Ode.  +  ., 

je  nachdem  M  gleich  null  oder  von  null  verschieden  ist.    Der  Index  A 
besagt^    dass    das  Doppelintegral   für  die   ganze   unendliche  Fläche  zu 
bilden  ist,  die  ausserhalb  der  Kurve  0  liegt. 
Endlich  erhält  man 

wenn  v  ebenfalls  solch  eine  Potentialfunktion  ist,  dass  für  dieselbe 
eine  Entwickelung  der  nämlichen  Art  wie  für  u  besteht. 

Setzt  man  hier  für  v  die  Funktion  Ti  =  ll  —  j  oder  Ta  =  l  ( — ), 

wobei  ei  die  Entfernung  eines  innerhalb  6  gelegenen  Punktes,  und 
£a  die  Entfernung  eines  ausserhalb  (?  gelegenen  Punktes  von  den 
Randpunkten  (5  angiebt,  so  wird 


Die  vorstehenden  Tntegralformeln,  von  denen  sich  Ib  bis  Vb 
nicht  allgemein  auf  Potentialfunktionen,  sondern  auf  Potentiale,  d.  h. 
auf  solche  Funktionen  beziehen,  die  überdies  ein  bestimmtes  Verhalten 
im  Unendlichen  aufweisen,  sind  insgesamt  vollkommen  bewiesen, 
wenn  die  Randkurven  innerhalb  des  ebenen  Bereiches  liegen,  für 
welchen  die  Funktion  u  als  eine  reguläre  harmonische  Funktion  ge- 
geben ist.  Dagegen  bedürfen  sie  noch  einer  näheren  Begründung, 
wenn  die  Randkurven  so  gelegen  sind,  dass  sie  teilweise  oder  ganz 
die  Grenze  des  Gebietes  definieren,  über  welches  die  Funktion  nicht 
mehr  als  reguläre  analytische  Funktion  fortgesetzt  werden  kann.  Man 
nennt  diese  alsdann  die  natürliche  Begrenzung  des  Gebietes  oder  Teile 
der  natürlichen  Begrenzung.  Sobald  es  sich  um  die  Bestimmung  der 
Funktion  aus  den  Werten  am  Rande  handelt,  wird  daher  eine  genauere 
Prüfung  dieser  Formeln  notwendig.     (Kap.  3  und  4.) 

§  13. 

Ist   die   Kurve  0   ein   Kreis   mit    dem   Radius  r,    und    ist  u   eine 

harmonische  Funktion  für  das  Innere  dieses  Kreises,  so  ist  für  jeden 

Punkt  im  Innern 

1     f  dTi^  1     r^  du  , 

27t  J      dn  ZTcJ        dn 
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Demnacli  wird  für  den  Mittelpunkt  des  Kreises 


''^=hß'' 


d.  h.  der  Wert  der  Potentialfunktion  in  dem  Mittelpunkt  eines  Kreises 
ist  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  Werten  längs  der 
Peripherie  desselben. 

Hieraus  folgt:  Ist  eine  Potentialfunktion  für  irgend  eine  endliche 
Fläche  definiert,  so  kann  der  Wert  in  keinem  Punkte,  welcher  im 
Innern  der  Fläche  liegt,  ein  Maximum  oder  Minimum  sein. 

Eine  Funktion  zweier  Variabelen,  welche  in  einem  Gebiete  ein- 
schliesslich des  Randes  stetig  ist,  besitzt  aber  entweder  im  Innern 
oder  auf  dem  Rande  des  Gebietes  Maximal-  und  Minimal  werte.  Mit- 
hin erkennt  man,  dass  die  Maximal-  und  Minimalwerte  einer  Potential- 
funktion stets  auf  dem  Rande  der  Fläche  liegen,  es  sei  denn,  dass 
die  Funktion  überhaupt  eine  Konstante  ist.  Dieses  tritt  sonach  immer 
ein,   wenn  die  Funktion   auf  dem  Rande   einen  konstanten  Wert  hat. 

Bildet  die  Fläche  das  äussere  Gebiet  einer  geschlossenen  Kurve  (?, 
so  können  die  Maximal-  und  Minimal  werte  nur  auf  dem  Rande  der 
Fläche  oder  im  Unendlichen  gelegen  sein.  Hat  die  Funktion  im  Un- 
endlichen den  Wert  null,  sodass  n  auf  einem  Kreise  mit  beliebig 
grossem  Radius  darstellbar  ist  durch  die  Reihe 

*^5>  /1  \i- 


=2' 

jfc=i 


(  — )  {cik  cosÄ-ö"  +  ^k  smTc%'\ 


so  ist  auf  solch  einem  Kreise  fiidd'  =  0;  d.  h.  die  Werte  von  w  sind 
auf  dem  Kreise  mit  dem  Radius  r  entweder  sämtlich  gleich  null,  und 
dann  ist  u  überhaupt  gleich  null,  weil  die  Koeffizienten  a^  und  oi. 
alsdann  alle  verschwinden  müssen  (nach  demselben  Verfahren  wie  auf 
Seite  12  zu  beweisen),  oder  es  sind  sowohl  positive  wie  negative 
Werte  von  u  auf  dem  Kreise  vorhanden.  Im  letzteren  Falle  ist  der 
Wert  null,  welchen  u  im  Unendlichen  besitzt,  weder  ein  Maximum, 
noch  ein  Minimum.  Hat  also  eine  Potentialfunktion  im  Un- 
endlichen den  Wert  null,  so  liegen  die  extremen  Werte 
derselben  auf  dem  Rande  der  Kurve  ö,  es  sei  denn,  dass  u 
überhaupt  den  Wert  null  hat. 

Aus  diesem  Satze  folgt:  Eine  Potentialfunktion,  welche  für  das 
äussere  Gebiet  einer  Kurve  ö  definiert  ist  und  im  Unendlichen  den 
Wert  null  hat,  kann  auf  der  Kurve  ö  nicht  konstant  sein,  es  sei  denn, 
dass  sie  überall  den  Wert  null  hat. 
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§  14. 
Die  Integralformel  Va) 

stellt  den  Wert  dar,  welchen  die  Funktion  u  für  jeden  Punkt  im  Innern 

o   TT 

eines   Gebietes    besitzt,  vermittelst    der   Werte    TJ  und   -—  länffs   des 

'  dn 

Randes.  Solche  auf  die  Randpunkte  bezüglichen  Werte  sollen  fortan  mit 
grossen  Buchstaben  bezeichnet  werden. 

Das  erste  Integral  ist  das  Potential  einer  einfachen,  das  zweite 
das  Potential  einer  Doppelbelegung.  In  diesem  Umstände  ist  es 
begründet,  dass  die  Theorie  der  Potentiale  auch  für  die  harmonischen 
Funktionen  in  der  Ebene  von  besonderer  Bedeutung  ist. 

Die   Werte    ü  und    — -   sind    nicht    unabhängig  voneinander;    es 

muss  zwischen  denselben  eine  Relation  bestehen,  die  ermittelt  werden 
soll.  Betrachtet  man  die  beiden  Bestandteile  der  rechten  Seite  ge- 
sondert und  setzt  man 

%  =  9:^  /  U—da,    u^=-        /  ~-Td(y, 

so  sind  ?«i  und  Wg  selbst  wieder  harmonische  Funktionen,  sodass  die 
Werte  derselben  für  jeden  inneren  Punkt  in  der  nämlichen  Weise  dar- 
stellbar sind  durch  die  Werte,  welche  U^  und  Ü2  und  ihre  Ableitungen 

-7~  und  -~-  am  Rande  besitzen;  d.  h.  es  ist 

dn  dn  ' 

1      CrjdT  ^  1      Ctt^T  ^  1       rdU.rr-, 

ih-w      U  ^-da  =  ~~   j  ü^       da~~-  I  — ^  Tda, 

2%J       dn  ^^J      ^^  ^^J     ^^ 

^  27tJ     dn  '2%J      ^dn  27t  J     dn 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  übereinstimmend  ^ 

27t  J      ^dn  27t J     dn 

Es  ist  aber  (§  10)  der  Wert,  welchen  u^  am  Rande  besitzt,  gleich 


^U+lfuiäa: 


Harnack,  Die  Grundlagen  etc. 
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Wir  wollen  die  Funktion  —   /  C/  {da)^  mit  P  bezeichnen  und  sie 
die  zugeordnete  Funktion  von   U  nennen;  also  ist 

Ux  =  ~2^+  l  P  'i'id  folglich  ü,  =  ]  U-  l'  P> 
weil   Z7i+  Ü.i=  U  ist.     Mithin  wird 

o  TT 

die  zwischen   ?7  und  - —  bestehende    Relation,    in    welcher    P 

^"  .  SP     . 

die  zugeordnete  Funktion  von   ü  ist,   und  — -  die   Ableitunoj 

derjenigen    harmonischen    Funktion     darstellt^     welche    am 

Rande  den  Wert  P  hat. 

Ist  z.  B.  die  Kurve  g  ein  Kreis  mit  dem  Radius  a,  so  ist 
X.       1     /Vw7  N        ^     /VrCos(pw)  ,         1     /^„cos(()n)      --^ 

TtJ  '-  nj  Q  TtJ  Q 

wenn  man  mit  p  die  Entfernungen  eines  festen  Punktes  der  Peripherie 
von  dem  Elemente  dö  und  mit  ii  die  innere  Richtung  des  zu  dem 
Elemente  dö  gehörigen  Radius  bezeichnet.     Es  ist  aber 

.  cos(pn)        1 

2a  cos  (gn)  =  p,    also  -^ — -  =  ^-? 

^     ^       ^  Q  2a 

folglich  wird  hier 

P 


'^  =  2»/^''*' 


dP 

also  konstant  für  alle  Punkte  des  Kreises;  demnach  "^7=^-    Mitbin 

besteht  auf  einem  Kreise  die  Relation: 

271 J       dn  27t  J    dn 

sodass  an  Stelle  der  Integralformel  Va)  für  einen  Kreis  die  Gleichungen 

-  /  U---  da  —  ^-  I  Udd- 
7t  f       dn  2 TtJ 


u  = 
oder 


TtJ    dn  27tJ 


Mit  Hilfe  derselben  kann  für  einen  Kreis  ohne  weiteres  die  Auf- 
gabe gelöst  werden:  eine  harmonische  Funktion  für  das  Innere  zu  kon- 
struieren, wenn  entweder  die  Werte  der  Funktion  oder  die  Werte  der 
Ableitungen   nach   der  Normalen  längs    der  Peripherie   gegeben    sind. 
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Im  ersten  Fall  ist  die  Funktion  vollständig,  im  zweiten  bis  auf 
eine  additive  Konstante  bestimmt.  In  Bezug  auf  die  Ausführung  des 
zweiten  Problems  ist  noch  näheres  in  §  36  gesagt. 

§  15. 
Noch  eine  Reihe  anderer  Schlüsse,  welche  mit   dem  vorigen  all- 
gemeinen  Satze   in  naher  Verwandtschaft   stehen,   lässt   sich   aus    der 
Integralformel  V)  herleiten.      Es   sei  für  das  Innere  und  zugleich  für 
das  Äussere  einer  Kurve  eine  Funktion  m  dargestellt  durch  die  Formeln: 


27cJ        dn  27cJ    dn  ' 

1        rij^Ta^  1        r^ü  rr    ^ 


Der  Grenzwert  von  tii  und  Ua  ist  auf  dem  Rande  der  gleiche  nämlich  U. 
In  dieser  Darstellung  erscheint  jede  der  Potentialfunktionen  als  Summe 
aus  einem  Potentiale  mit  einfacher  Belegung  und  einem  Potentiale  mit 
Doppelbelegung.     Setzt  man 

U.  =  UP  +  UP,       Ua  =  Ua  ^'^  +  Ua^'\ 

so  ist 

Hieraus  folgt  also,  dass  uf^'^  dasselbe  Potential  für  das  innere  Gebiet 

ist  wie  Ua^'^^  für  das  äussere,  also  ein  Potential  mit  der  einfachen  Be- 

1     7}  TT 
legung  —  ^r—  ^  ^,,    und    ebenso    dass    Ua^^^  dasselbe    Potential    für    das 

äussere  Gebiet  ist,  wie  uP^  für  das  innere,  also  ein  Potential  mit  der  ein- 

1    ?)TJ 
fachen  Belegung  — .     Der  Beweis  dieser  Behauptung  folgt  aus 

den  Sätzen  über  die  eindeutige  Bestimmtheit  einer  Potentialfunktion, 
wenn  die  Werte  am  Rande  einer  Fläche  und  das  Verhalten  im  Unend- 
lichen bekannt  sind,  welche  im  folgenden  Kapitel  ausführlich  besprochen 
werden. 

In  diesen  Relationen  ist  also  eine  Regel  enthalten,  wie  man  das 
Potential  einer  Doppelbelegung,  deren  Moment  U  bekannt  ist,  in  das 
Potential  einer  einfachen  Belegung  zu  verwandeln  hat;  es  ist 

2%j        dn  2%J    dN 

27cJ       dN  27t^/     dn 

4* 


u^'^  =  ^-~ 
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Zuglei  eil  erkennt  man,  dass  die  Beziehung  besteht: 

Xjm  _  ija^i)  =  p=L   Cjj  {d6)s    und     W')  +  TJa^'^  -  U 

Das  Potential  einer  Doppelbelegung  lindert  sich  also  nicht  stetig, 
wenn  man  durch  den  Rand,  auf  welchem  die  Belegung  sich  befindet, 
hindurch  geht  (§  10). 

Ferner  bestehen  für  irgend  ein  Bogenstück  des  Randes  die 
Integralgleichungen  des  Paragraphen  11: 

J    \   dn  dn   /  ^         ,/^*^ 

Führt  man  auf  der  rechten  Seite  die  Werte 

dN        dN    "^    a#^  "^^     dn         dn    '^'dn' 
ein,  so  ergeben  beide  Gleichungen  die  Relation 

J    \    dn  dn   /  J    \  dN  dn   J 

Dies  ist  die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Ableitungen  nach  den 
Normalen  für  die  äusseren  und  inneren  Werte  des  Potentiales  einer 
Doppelbelegung  besteht,  und  zwar  auf  irgend  einem  Teile  des  belegten 
Randes. 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  die  Funktion  U  so  beschaffen  ist,  dass 

p  TT  /)  TT 

die  Ableitungen   --  und  r-^  längs  des  Randes  stetige  Funktionen  sind, 

deren  Differentialquotienten  gebildet  nach  dem  Bogenelement  dö  eben- 
falls bestimmte  endliche  Werte  haben,  so  treten  die  spezielleren  Glei- 
chungen des  Paragraphen  9  auch  in  Kraft;  es  ist 

dU^  d   üg^'^     _     dU  ^dUg^'^  cUa^ 

dn    "^    dN        dN        dN   "^    dN  ' 

d IIP     d ?7a<i)  _  dU ^  düP     dUp 

dn  dN         dn  dn  dn 

und  hieraus  folgt  die  Relation 
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d  UP  _  d  Ug^^) 
dn  BN  ' 

die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

a(C74^p)_a(Lr-p)* 

dn  ~  dN 

Bildet  man  aber  die  Ableitungen  in  den  Randpunkten  nach  einer 
beliebigen  Richtung  Xj  und  ist  der  Winkel  zwischen  dieser  Richtung 
und  der  inneren  Normalen  {nx)y  so  wird  (§9): 

—  =        cos  inx)  =  1  — —  I  cos  \nx), 

dx  dx         dn        ^     ^       \    dn  dn  J        ^     ^' 

oder  wenn  man  die  zweite  Gleichung  subtrahiert: 

Bezeichnet  y  die  zu  x  senkrechte  Richtung,  so  ist 

dUp      düP       ,    ,  ,   düP       ,    , 

-- —  =  cos  (nx)  4-  — ^--;-  cos  [ny) 

dx  dn  ^     ^         da 

und 

dUp  .  at^«w         ,   ^/aW>  .  dup\         ,   ^dU 


dx 


,    dUa'^'  .     .(dUa''^    ,     dUi^'>\  ,      .ÖU 


und  dies  ist  die  allgemeine  Relation  für  die  Ableitungen  der  Potentiale 
einer  Doppelbelegung,  vorausgesetzt,  dass  diese  Ableitungen  längs  des 
Randes  den  oben  angenommenen  Bedingungen  genügen. 

§  16. 
Die  allgemeine  Gleichung  (V)  zur  Darstellung  von  u  lässt  sich  durch 
Einführung  der  konjugiertenFunktion  transformieren.  Man  bezeich- 
net V  als  konjugierte  Funktion  zu  u,  wenn  die  Bedingungen  bestehen: 


*  Für  einen  Kreis  ist  der  Randwert  P  konstant.  Mit  Hilfe  der  Sätze  im 
§27  folgt  hieraus:  Ist  für  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a  eine  Potentialfunktion 
im  Innern  definiert,  welche  die  Randwerte  ü  hat,  und  ebenso  ein  Potential  für  das 
äussere  Gebiet  mit  denselben  Randwerten,  so  besteht  die  Relation 

dn       dN      27tal{a)^ 

Ist  a=l,  so  nmss  j  Udd'  =  0   sein,   wenn  das   äussere  Potential  im    Unendlichen 
den  Wert  null  hat. 
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du       dv 
dx  ~  dy' 

du            dv 
dy  ~~       dx' 

oder  in  Polarkoordinaten 

du        1  dv 
dr"  r  dO^' 

1  du            dv 
r  d%'            dr 

Ist  die  Funktion  u  für  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
gegeben,  so  ist  die  Funktion  v  bis  auf  eine  additive  Konstante  be- 
stimmt.    Das  Integral 

x,y  x,y 

bekommt  den  nämlichen  Wert,  auf  welchem  Wege  dasselbe  auch  vom 
Punkte  x^)yQ  bis  Xj  y  geführt  wird.  Konstruiert  man  nämlich  zwei 
beliebige  Wege,  so  setzen  diese  eine  geschlossene  Kurve  zusammen. 
Bezeichnet  n  die  Richtungen  der  nach  dem  geschlossenen  Raum  dieser 
Kurve  gezogenen  Normalen,  so  wird 

dy  =  —  cos  (nx)  döj     dx  =  cos  (ny)  da. 

Führt  man  das  Integral  auf  dem  einen  Wege  von  ^,^?/y  nach  x,  y 
und  alsdann  auf  dem  andern  Wege  zurück,  so  ist  für  diesen  geschlos- 
senen Weg 

also  sind  die  Werte  der  Integrale,  welche  von  XQy^)  nach  x^y  führen, 
einander  gleich. 

Zu  den  in  den  §§2  —  4  dargestellten  allgemeinen  Funktionen 
lassen  sich  die  konjugierten  leicht  angeben; 

Ist  für  einen  Kreis 

u  =  aQ-\-  ^  (a^.  cos  kd-  -\-  bk  sink^)  r^, 


k=l 


SO  ist  die  konjugierte  Funktion  bis  auf  eine  additive  Konstante 


>fc=co 

V  =  ^  (—  Ik  COS  k%'  +  ak  sin k%) r*. 


Ist  für  den  Sektor 

A-  =  QO        kn 


Ca  r  "  sm  k  —  d; 


so  ist  ebenso 
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V  ==  —    >    CkT  cc  COS  tC  —  d'j 
k  =  l 

und  betrachten  wir  die  partikuläre  Funktion 


siD.n(a  —  '9') 
sm  n  a 
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so  ist  die  konjugierte,  bis  auf  eine  additive  Konstante: 


«07/%    .  \^      «  c<^s  « («  —  ^) 

n    1 


sm^^a 


Betrachten  wir  aber  allgemeiner  die  partikuläre  Funktion 

^    krrr-Cß  7 


^t  =  —  >  sm  —  d'  l 
so  ist  die  konjugierte: 


f<iK^,M^ 


dg 
Q 


'  -  i  A  ?  -  il-v»  |.A  (7)  ■  V-.  A  (7)  • ' 


6?9 
P 


Für  die  im  §  4  angegebene  allgemeine  Funktion  in  einem  Recht 
eck  ist  die  konjugierte: 

V  =  —  ^.— ^— 2^fc^O^(^'2/)  cos  Q^  x)  I  U2  sink'xdx 

kl  ^  '/ 


^- V— ^,(So§/v'  {b  --  y)  cosfe  Cu,  sin  k'xdx. 


§  17. 

Längs  des  Randes  bestehen  zwischen  den  konjugierten  Funktionen 
die  Relationen: 


du      dU        ,     ^      dU       ,     .       dV       ,     .       dV        .     .  dV 

-.—  =  ^-  cos  {nx)  +  —  cos  (ny)  =  --  cos  {nx)  -  —  cos  [ny)  =  —  --> 
Oflox  oy 


dy 


dx 


du    du      ,    ,     aC7      ,    ,     aF      ,    x  ,  ^^      /    ^     ^^ 

—  =  --  cos  (>iw)  —  — -  cos  (nx)  =  -r—  cos  (ny)  +  ^-  cos  [nx)  = 
dö        dx        ^  -^^       dy        "-     ^       dy        ^  "'       7^^ 

Mithin  ist 


dx 


dn 
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2iiJ       dn  ^^  J    ^^ 

und 

v==^r-  I   V-—  da  —  -^r—  /  -— -  Tda. 
Es  ist  aber,   wenn  JJ  und  V  stetige  Funktionen   auf  dem  Rande  sind, 
/  —-Tda  =  -  /  F— -  dö     und      /  -^—Tda  =--  1  U  -^—da, 

J      0(5  J         €6  J      ^^  J  ^^ 

also 

27tJ       dn  2%J       da      ' 

V  =   -—  /  F-"  da  +  -r—  /  U  --  da. 

27iJ       dn  27t  J      da 

Mit  Einführung  der  imaginären  Einheit  i  wird 

«  +  .-.  =  -gLJ(i7+,T^)(g+,g),, 

Da  nun  T  =l(      V  wenn  q  die  Entfernung  eines  innerhalb  der  Kurve 


.    .dT  1  (dQ  ,    .dQ\  1 (dQ       .dQ\,       .      ^  ,   .        .XX 

+  ^  ^^  = (  ^T-  +  ^  ^-  j  = l  "o ^  - —    (cos  (nx)  4-  ^  cos imj)). 

da  Q\dn        da^  Q\dx       dyf^      v     /'  \  jj) 


Q 

a  gelegenen  Punktes  von  den  Punkten  des  Randes  angiebt,  so  ist 

dn         da  Q\dnda^~~       Q\dx     ^~dy 

Wird  die  komplexe  Koordinate  eines  Punktes  des  Randes  mit 
z  =  x-\-üj^  die  komplexe  Koordinate  des  inneren  Punktes  mit  t  =  a-\-ih 
bezeichnet,  so  ist 

1  /a£  _  ^.  a^\  _  {x-a)-  i  {y  -  h) l _J_ 

Q\dx      ^  dy)       \x  -  af+  {y  -  bf  ~  {x  -  a)  +  ijy^)  "  z  -  t 
und 

—  (cos  {nx)  +  i  cos  (n«/))  da  =  dy  —  idx  =  —  i  (dx  +  idy). 

Sonach  wird 

dz 


"  +  ^"^-2^/^^+^"^) 


z  -  t 


Durch  dieses  von  Cauchy  zuerst  aufgestellte  Integral  wird  der 
Wert  der  komplexen  Funktion  u  -\-  iv  für  einen  innerhalb  der  Kurve  a 
gelegenen  Punkt  t  vermittelst  komplexer  Integration  längs  des  Randes 
ausgedrückt.    Dasselbe  ist  hier  bewiesen  unter  der  Voraussetzung,  dass 

rsTJ  O  TT 

die  Funktionen  U  und  V  nebst  ihren  ersten  Ableitungen    --  und  ^r- 

^       da  da 

auch  bis  in  die  Punkte  des  Randes  stetig  bleiben. 


so  sind 
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Zwischen    den    Randwerten  U   und   V  selbst    aber    bestellt    eine 
Relation.     Denn  setzt  man 

27tJ       dn      '         ^  ^^J       ^^ 

^      27tJ       dö       '  ^      27tJ        dn 

bezüglich   zu   u^  und  u.^   konjugiert.     Nun   gilt,   wie   früher   gefunden, 
die  Gleichung 

27tJ      ^  dn  27t J    dn  2tcJ    da  2%J      ^  dö 

Ist  also  P  die  Funktion,  welche  U  zugeordnet  ist,  und  ebenso  Q 
die  Funktion,  welche  V  zugeordnet  ist,  so  wird 


also 


1     nu~P)l^dö^-^   f[v-Qf^da. 
^.TtJ  ^  ^  dn  27t  J  ^         ^^  da 


Da   nun   aber   auch   zwischen   den  Funktionen  v.^  und  v^   die  Relation 
besteht: 

27tJ     ^  dn  27tJ    dn  27tJ    da  2'itJ      ^  da     ' 

so  ist  auch 

1     nu~-F)^^da==^   nv-Q)^^da. 

27t  J  ^  ^  da  27t  J  ^         ^^  dn 

Für  den  Kreis  gehen  diese  Gleichungen  über  in 

27tJ       dn  27tJ  27tJ       da     ' 

27t  J       dn  27t  J  27t  J       da 

Die  zu  einer  Funktion  u  konjugierte  Funktion  v  lässt  sich  dem- 
nach auf  dem  Kreise  bis  auf  eine  beliebige  Konstante  darstellen  durch 
die  Gleichung 

v=—  I  V ^~  da  ==  —  I  ü~-da. 

7tj       on  7t  J      da 

Dieses  Integral  wird  durch  teilweise  Integration 


58  Erstes  Kapitel:  Allgemeine  Sätze  über  Potentialfunktionen.    §  17. 

7t  f    da 

o  TT 

falls    U  stetig  und  die  Ableitung  -   -  endlicli  und  integrierbar  ist.    Da 

dieser  Ausdruck  ein  Potential  ist,  welches  stetig  bleibt  auch  bis  in 
die  Punkte  des  Randes  (§  9),  so  erhält  man  den  Satz:  Sind  die 
Werte  einer  harmonischen  Funktion  auf  der  Peripherie 
des  Kreises  stetig  und  die  Ableitung  längs  der  Peripherie 
endlich  und  integrierbar,  so  ist  auch  die  konjugierte  Funk- 
tion in  allen  Punkten  des  Kreises  stetig.* 
Führt  man  die  Reihe  ein: 

T=  l  [\  )  +  ^  cos  {^  ~n)-^\  (iTcos  2  {^  -  n)  . . ., 

wobei  Q  <r  die  Entfernung  eines  inneren  festen  Punktes  q,  iq  vom 
Mittelpunkt  angiebt,  und  r,  %•  die  Polarkoordinaten  der  Peripherie- 
punkte sind,  so  ist 

^g|=       _  J  sin  (^ -,,)- ^^;  sin  2(& -,)-..., 
also  folgt  aus  der  ersten  der  obigen  Gleichungen: 

^^  (7)*  A '''' '  ^*  - ")  '*  =  ^2  (7)7  '^  ^" '  ^*  -  '^  '*■ 

Da   die   Koeffizienten  der  Grössen   cos  hr]   und   sin  Irj  auf  beiden 
Seiten  übereinstimmen  müssen,  so  ist  für  /c  =  1,  2,  3  ... 

fU  cos  k^  dd-  =fVsmM  d^,    fü  sinlcd'dd'  =  -fV  cos  kd^d^. 

Die  diesen  analogen  Relationen  lauten  im  allgemeinen  Fall,  wenn  die 
Randkurve  auf  ein  Polarkoordinatensystem  bezogen  ist,  also  r  eine 
Funktion  von  d-  ist,  wobei  4>  <  r  angenommen  wird: 

/*         ^'(-)  f  /n 

J{U-^F)^-^de=^-J(r-Q)dl{-), 


*  Dieser  Satz  überträgt  sich  auf  alle  Flächen,  wenn  die  konforme  Abbildung 
von  Teilen  derselben  auf  einen  Kreis  nachgewiesen  ist. 
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ß«  ~  ^)i  (-:")*  -  -/c-  ®  i  (^  ")•"■• 

§  18. 
Durcli  jeden  innerhalb  eines  Gebietes  gelegenen  Punkt,  in  welchem 
eine  harmonische  Funktion  einen  bestimmten  Wert  hat,  wir  wollen, 
was  keine  Einschränkung  ist,  für  das  folgende  den  Wert  null  annehmen, 
geht  in  einer  bestimmten  Richtung  oder  in  mehreren  bestimmten 
Richtungen  eine  Kurve,  auf  welcher  sie  den  nämlichen  Wert  besitzt. 
Denn  macht  man  den  Punkt  zum  Anfangspunkt  eines  Polarkoordinaten- 
systems, so  besteht  die  Entwickelung 

k-   oo 

u  {qj  d-)  =  ^^*  (cik  cos  hd-  +  bk  sin  kO'). 
k=i 
Auf   einem    beliebig   kleinen    Kreise   liegen,    wenn    (>"  (öf«  cos  nd' 
-i-bn  sin  nd')  das  Aufangsglied  der  Entwicklung  ist,  2n  Punkte,  in  denen 
u  =  0  wird.     Diese  Punkte  sind  so  gelegen,  dass  für  dieselben 

ün  cos  nd'  -\-  bn  sin  nd' 
beliebig  klein  oder  allgemein  tang  nd"  nahezu  gleich  —  ^  wird.    In  der 
Umgebung  dieser  Werte  nämlich,  für  welche 

tang  nO'  ==  —  t^ 

ist  und  durch  welche  die  Kreisperipherie  in  2n  gleiche  Teile  zerlegt 
wird,  müssen  Nullpunkte  liegen,  weil  beim  Durchschreiten  dieser  Um- 
gebungen Wechsel  in  dem  Vorzeichen  der  stetigen  Funktion  u  ein- 
treten, und  es  kann  in  jeder  dieser  Umgebungen  nur  ein  Nullpunkt 
gelegen  sein,  weil  sonst  Maximal-  und  Minimalwerte  von  u  in  diesen 
Umgebungen  sich  befinden  müssten.  Diese  Werte  aber  gehören  zu 
Stellen,  an  denen 

—  =  ^IcQ^  (—  Gk  sin  Jcd'  -f-  bk  cos  Icd^)  =  0 

k       1 

wird.  Diese  Verschwindungswerte  liegen  in  den  Umgebungen  der 
Richtungen  tang  nO"  =  — ,  welche  die  von  den  vorigen  gebildeten  Winkel 

*  Den  Inhalt  dieses  Paragraphen  mit  der  Umkehr  der  in  ihm  enthaltenen 
Sätze  habe  ich  ausführlicher  behandelt  in  den  „Berichten  der  Königl,  Sächsischen 
Gresellschaft  der  Wissenschaften  1885". 
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halbieren.  Hieraus  folgt  Qbertlies,  was  späterhin  benutzt  wird,  dass 
in  der  unmittelbaren  Umgebung  des  betrachteten  Punktes  keine  weiteren 

Stellen  liegen,  an  denen  -^  und  — -  zugleich  null  sind. 
"  ö'O'  er 

Die  in  der  Umgebung  eines  Punktes,  wo  u  ==  0  ist,  gelegenen 
Stellen,  an  denen  u  den  Wert  null  behält,  bilden  stetige  Kurven, 
die  in  n  beliebig  schmale,  vom  Punkte  ausgehende  Winkelflächen  ein- 
geschlossen werden  können,  deren  Mittelrichtungen  einen  beliebig 
kleinen,  den  Punkt  umschliessenden  Kreis  in  2n  gleiche  Teile  teilen. 
Überschreitet  man  solch  eine  Kurve,  so  ändert  sich  das  Vorzeichen  von  u. 

Jede  Linie,  längs  welcher  die  Funktion  den  Wert  null  hat,  trennt 
also  in  bestimmter  Richtung  ein  Gebiet,  in  welchem  die  Funktion  zu- 
nächst positive  Werte  besitzt,  von  einem  Gebiete,  in  welchem  sie  negative 
\Verte  hat.  Erst  wenn  wiederum  der  Schnittpunkt  der  Kurve  mit 
einer  anderen  Nulllinie  überschritten  wird,  kann  sich  das  Vorzeichen 
auf  den  verschiedenen  Seiten  der  ersteren  ändern. 

Punkte,  durch  welche  nur  eine  Tangente  der  Kurve  u  =  C  hin- 
durchgeht, sind  gewöhnliche  Punkte,  Punkte,  in  denen  mehr  als  eine 
Tangente  vorhanden  ist,  heissen  Knoten-  oder  Gleichgewichts- 
punkte n  —  V""""  Ordnung,  wenn  n  Tangenten  durch  dieselben  gehen. 
Die  Linie  u  =  C  ist  die  Niveau-  oder  Gleichgewichtslinie. 

Die  Anzahl  der  Knotenpunkte,  welche  überhaupt  in  einem  be- 
grenzten Gebiet  gelegen  sind,  ist  eine  endliche;  sie  lässt  sich  durch 
ein  bestimmtes  Integral  angeben.     Denn  in  solchen  Punkten  müssen 

,.  „       ,,-  .^  du        ,  du      j       du     1   du     ^  .  ,      .  . 

die  partiellen  Ableitungen  -     una  -—?  oder  — -?  -    ^^  gleichzeitig  ver- 

^  ^       dx  dy  dr     r   dd'  ^ 

schwinden,  und  zwar  in  einem  Knotenpunkt  n  —  1*'^''  Ordnung  auch 
von  der  Ordnung  n  —  1.     Die  Funktion 

-='[(sr+(i")]='("-+-')  " 

ist  eine  reguläre  harmonische  Funktion,  mit  Ausnahme  der  Knoten- 
punkte, in  denen  sie  unendlich  wird.  Umgiebt  man  jeden  der  Knoten- 
punkte mit  einem  beliebig  kleinen  Kreise,  so  ist  nach  einem  früheren 
Satze 


ij 


dn 


wenn  dieses  Integral  auf  dem  Rande  des  Gebietes  und  auf  den  Kreisen 
geführt  wird.  Der  Wert  des  Integrals  auf  jedem  Kreise  ist  leicht 
angebbar.  Ist  der  Mittelpunkt  ein  Knotenpunkt  n  -  T«''  Ordnung, 
so  wird 
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u  (qj  O-)  =  ao  +  p"  (an  cos  nd^  +  K sinnd')  +  •  •  -, 

^  =  M^«-i  (a„  cos  >^'9'  +  hn  sin  nO")  +  . . ., 
dg 

^  =  w^"-"^(—  a^sinw'9'  +  hnGOsnd')  +  ... 

BerücksicMigt   man  nur   die   ersten  Glieder   der  Entwicklung,   da  die 
übrigen  für  p  =  0  keinen  Beitrag  zum  Integral  liefern,  so  wird 

i  («/ + «/) = i  [( g)^ + j.  (S)l = ^  [»^  ^^"-^  («»'^ + *«^)]' 

also 

dQ  9 

Mithin  ist 

also  dem  Betrage  nacli  gleich  der  Ordnung  des  Knotenpunktes.    Folg- 
lich stellt  das  Integral 


geführt  längs  der  Begrenzung  eines  gegebenen  Gebietes  die  gesamte 
Anzahl  der  im  Innern  befindlichen  Knotenpunkte  dar,  wenn  jeder 
Punkt  mit  seiner  Ordnungszahl  gezählt  ist.  Dabei  ist  angenommen, 
dass  die  Begrenzungskurve  so  gelegt  ist,  dass  auf  ihr  sich  kein  Knoten- 
punkt befindet. 

§  19. 

Bei  einer  Potentialfunktion,  die  im  Innern  einer  gegebenen  Fläche 
nur  positive  (oder  nur  negative)  Werte  besitzt,  lässt  sich  aus  dem 
Wert  der  Funktion  an  einer  einzigen  Stelle  ein  Schluss  ziehen  auf  die 
Werte  an  allen  andern  Stellen. 

Wir  betrachten  zunächst  einen  Kreis  vom  Radius  r.  Der  Wert 
der  Funktion  im  Mittelpunkt  dieses  Kreises  sei  bekannt  gleich 

so  ist  für  jeden  andern  Punkt  des  Kreises: 

wenn  man  mit  l  die  Entfernung  des  betreffenden  Punktes  von  den 
Peripheriepunkten,  mit  Qn)  den  Winkel  zwischen  den  inneren  Normalen 
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der  Peripherie  und  der  Strecke  l  (diese  in  der  Richtung  vom  Peripherie- 
punkt zum  innern  Punkt)  bezeichnet.  Da  nun  die  Funktion  U  ihr 
Zeichen  nicht  wechseln  soll^  so  folgt  nach  dem  ersten  Mittel wertsatz 
der  Integralrechnung: 

«=i[^^']/"»-.-.(-[^']-0. 

wobei     — , —     einen  mittleren  Wert  von  — ^—  bei  allen  möglichen 

Werten  von  0-  bedeutet.     Dieser  Wert  ist  immer  positiv  und  endlich, 

solange  der  betrachtete  Punkt  im  Innern  des  Kreises  liegt.     Denn  es 

ist,  wenn  der  betreffende  Punkt  in  der  Entfernung  q  vom  Mittelpunkt 

liegt: 

2        2  ,   72      o    7        rT  \         1            cos(Zn)       r2  4-Z2_p2 
Q'^=  r^ -\- i^  —  2rl  0,0^  {In) j      also     r j — ^  = -— — ^. 

Die  grössten  und  kleinsten  Werte  dieses  Quotienten  gehören  zu 
den  extremen  Werten  von  l.    Der  kleinste  Wert  tritt  ein  für  l  =  r  -\-  q 

und  ist  gleich  -^-p — ?  der  grösste  tritt  ein  für  l  ==  r  —  q  und  ist  gleich 

Mithin    ist    die  Grösse    der  Werte  u  auf  dem  inneren  Kreise 

r-  Q 

mit  dem  Radius  q  eingeschlossen  zwischen  den  Grenzen: 

r  -{-  Q  r  —  Q 

ii(. und     Ur, — ; 

^r  ~  Q  r  +  Q 

Ist  nun  für  eine  beliebige  Fläche  der  Wert  der  Funktion  n  an 
einer  einzigen  Stelle  bekannt  gleich  it^^  so  ist,  vorausgesetzt  dass  die 
Funktion  überall  das  gleiche  Zeichen  hat,  ihr  Wert  auf  jedem  den 
Punkt  umschliessenden  Kreise  gleich  dem  Produkt  von  v^^  mit  einer 
endlich  bleibenden  Grösse.  Da  nun  jeder  Punkt  im  Innern  des  Kreises 
zum  Mittelpunkt  einer  neuen  Integraldarstellung  gemacht  werden 
kann,  so  ist  für  alle  Punkte  im  Innern  der  Fläche  der  Wert  der 
Funktion  gleich  dem  Produkte  von  Uq  mit  einer  Grösse,  die  jedenfalls 
zwischen  endlichen,  von  u^  unabhängigen  Grenzen  eingeschlossen 
werden  kann. 

Dieser  einfache  Satz  ist  für  das  folgende  deshalb  von  Bedeutung, 
weil  er  lehrt,  dass  die  Funktion  m,  falls  sie  überall  dasselbe  Zeichen 
hat,  gleichmässig  für  alle  Punkte  im  Innern  der  Fläche  nach  null 
konvergiert,  sobald  sie  in  einem  einzigen  Punkte  beliebig  klein  wird. 

Dasselbe  gilt  auch  für  alle  Ableitungen  der  Funktion  u.  Denn 
im  Innern  des  Kreises  mit  dem  Radius  r  bestehen  für  jeden  Punkt 
mit  den  Koordinaten  (>,  d-  die  Gleichungen: 
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+  71  -f  TT 

^  ^       «  =-:   CO       /  \    Z,  1 

du  l/^jjQ^'^ 


dg      7t  r^    \r 


Qdd' 


cos/^'O'  I  ücoslcd^d^  +  sink^  I  üsmhff-d^l 

—  n  I  7t 

+  71  +7r 


Ä:=00 


Da   nun  die  Integrale  ihrem  Betrage  nach  nicht  grösser  sind  als 
der  Betrag  von 


y' 


+  7t 

) 

Ud^  =  2u^ 


—  7t 


weil   TJ  überall    einerlei  Zeichen   hat,    so    sind   auch  die.  Beträge  von 

-^  und ^  an  jeder  Stelle  im  Kreise  gleich  dem  Produkte  von  ii^ 

dg  Q  d%' 

mit   endlichen  Grössen.     Sie   konvergieren  folglich   überall  im  Innern 

der    Fläche    gleichmässig    nach    null,    wenn   u^    beliebig    klein    wird. 

Ebenso  verhalten  sich  alle  höheren  Ableitungen. 

Wir  wollen  hieran  zwei  ähnliche  Sätze  knüpfen,  die  sich  aber 
nur  auf  die  Fläche  eines  Kreises  beziehen. 

Es  sei  g  der  grösste  Betrag,  welchen  die  Funktion  u{Q,xf)  auf 
der  Peripherie  eines  Kreises  vom  Radius  r  besitzt.     Es  ist 

u {Q,  »)-n (0)  =  ^Cu  (5^  r  - 1)  rf^  =  -Ju {{d0).  -  (d0\), 

wenn  mit  (d  ö)^^  und  {d  (>)ü  die  Winkel  bezeichnet  werden,  unter  welchen 
das  Bogenelement  d  ö  bezüglich  von  den  Punkten  (x  =  ^,  ^)  und  dem 
Mittelpunkt  0  erscheint.  Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die  von 
diesen  Punkten  an  das  Bogenelement  gezogenen  Radienvektoren  mit 
dem  durch  die  Punkte  x  und  0  gelegten  Radius  bilden,  durch  d^^  und 
-O-Q,  so  ist  (clö%==  d^i,  (d6\=  dd'Qj  also  wird 

u  (q,  ^)  -  u(p)  =^^    fu{d^,-  d^^). 

Nennt  man  ferner  den  Winkel  an  der  Spitze  des  von  den  Punkten 
0,  X  und  dem  Punkte  o  auf  der  Peripherie  gebildeten  Dreieckes  a, 
so  ist 


und 

also  wird 


-^1  —  O-o—a,          dd^^—  d^'^)=  da, 

solange  -O^^  <  jr 

'\~^o-"^7     dd'.-dd-^^-  da, 

solange  -^o  ^  ^5 
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u  (q,  '^)  -  w(0)  =  -   /  üda  in  der  ersten  Hälfte 

=  —  —  /  üda  in  der  zweiten  Hälfte. 

Durchläuft  nun  d-^  und  ebenso  ^^^  alle  Werte  von  0  bis  27tj  so 
ist  a  eine  zunächst  wachsende  Grösse,  die  aber  für  '^o  =  ^  und  d-Q=7t 
den  Wert  null  erhält.  Es  bekommt  a  zweimal  einen  Maximalwert, 
der  aus  der  Gleichung 

Q  sin  d'Q  Q  sin  -^q 


sm« 


C  yr^-2rQcosd-o-{-  Q^ 

zu    bestimmen   ist.     Derselbe    gehört    zu  dem  Werte  cos  ^t,==  ^  7   für 

r 

welchen   sin«  =  —  wird.    Also  ist  der  Maximalwert  von  a  =  aresin ^? 
r  ,  Y 

und  sonach  folgt  der  Satz: 

Ist  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r  der  grösste 
Betrag  der  Potentialfunktion  G^  so  ist  der  Betrag  des  Unterschiedes 
zwischen  dem  Werte  im  Mittelpunkt  und  in  irgend  einem  andern 
Punkt,    dessen  Entfernung   von  der  Mitte  q  beträgt  [^<  ((>, '^)  —  t<  (0)  |, 

4  0 

höchstens  gleich  —  G  aresin  —  *• 
°  TT  r 

Ist  G  der  algebraisch  grösste  Wert,  K  der  kleinste  auf  der  Peri- 
pherie r,  also  (t  —  Z^  die  Schwankung  der  Funktion,   und  bildet  man 

n    \    TT 
die  harmonische  Funktion  v  =  u _ — ?    so  ist  der  grösste  Betrag 

/nr   TZ 

von  V  auf  der  Peripherie  — Also  wird 

abs  \v  ((>,  %)-v  (0)]  =  abs  \u  ((>,  ^)  -  u  (0)]  <(G-K)  l-  aresin  -^. 

Ist  also  D  die  grösste  Schwankung  der  Funktion  auf  der  Peripherie 
des  Kreises,  so  ist  die  Differenz  zwischen  den  Werten  im  Mittelpunkt 
und  in  irgend  einem  Punkt  ((),  xf)  dem  Betrage  nach  höchstens  gleich 

D  ■  —  arcsm  —  ? 
7t  r 

und  daraus  folgt,  dass  der  Betrag  der  Differenz  zwischen  zwei  Werten, 
die  zu  den  Punkten  mit  den  Abständen  ()  und  ^^  von  der  Mitte  ge- 
hören, höchstens  gleich  ist 


1)  —  (  arcsm \-  arcsm      )  - 

:7r  \  r  r  J 


Schwarz,  Journal  f.  Math.  B.  74  S.  232. 
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Für  zwei  Punkte,  die  auf  dem  nämliclien  Kreise  mit  dem  Radius  q 
liegen,  ist  der  Betrag  dieser  Differenz  höchstens  gleich 

1)  —  arcsm  —  • 

7C  r 

Statt  dieser  Grenze  lässt  sich  indessen  noch  eine  kleinere  an- 
geben*.    Liegen   die   beiden  Punkte   auf  einem  konzentrischen  Kreise 

mit  dem  Radius  Q,  so  wird  [?/  {q^  Q^.^)  —  u  {q,  ^^)]  <  -  /)  arctang  —  •    Der 

Beweis  ergiebt  sich  ebenso  wie  oben,  indem  man  den  Winkel  a  ein- 
führt, den  die  von  den  beiden  Punkten  an  ein  Bogenelement  aus- 
gehenden Radienvektoren  miteinander  bilden.  Dieser  Winkel  wird 
am  grössten,  wenn  sein  Scheitel  in  der  Halbierungslinie  der  durch 
die  beiden  Punkte  gezogenen  Sehne  liegt,  und  erhält,  wenn  die  beiden 
Punkte    diametral    auf   dem    Kreise    mit    dem    Radius    q    liegen,    den 

grösstmöglichen  Wert  a  =  2  arctang      • 

Hat  nun  insbesondere  die  Funktion  u  im  Mittelpunkt  den  Wert 
null,  so  kann  der  grösste  Betrag,  welchen  sie  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  q  annimmt,  nicht  grösser  sein,  als  die  Schwankung,  welchen 
sie  auf  diesem  Kreise  besitzt.  Hieraus  folgt:  Ist  für  eine  Funktion, 
welche  im  Mittelpunkt  den  Wert  null  hat,  die  Schwankung 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  gleich  D,  so  ist  auf  einem 
inneren    Kreis    mit    dem    Radius  Q    der  Betrag    der  Funktion 

4  Q 

höchstens  ö'leich   ^Darctanf^      • 

^  it  r 

4  Q 

Da    die  Grösse    —  arctansj  -  =  li    kleiner    ist  als   1 ,    wenn  p  <  r, 

7t  ^  r 

so  ist  für  jeden  inneren  Kreis  der  Betrag  der  Funktion  kleiner  als 
Ä;D,  wobei  h  von  dem  Werte  D  vollkommen  unabhängig,  einen  echten 
Bruch  bezeichnet. 

§20. 

Es  sei  nun  für  irgend  eine  Fläche  F  eine  unendliche  Reihe  von 
harmonischen  Funktionen  gegeben:  u^,  il^,  ii-^y  . . .  u^y  . . .  Die  Werte 
am  Rande,  in  welchen  jede  derselben  stetig  übergehen  soll,  seien 
bezüglich  mit  f/^ ,  U2,  .-.  Un  ...  bezeichnet.  Unter  dem  stetigen  Über- 
gang ist,  wie  schon  in  §  10  erwähnt  wurde,  folgendes  zu  verstehen: 
Bei  jeder  vorgeschriebenen  beliebig  kleinen  Zahl  d  muss  sich  zu  jedem 
Randpunkt  s    ein  Gebiet    von    endlicher  Ausdehnung    angeben   lassen, 

*  Neumann,  Vorlesungen  über  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Integrale. 
S.  413. 

Haruack,  Die  Grundlagen  etc.  5 
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welches  in  das  Innere  der  Fläche  eintritt',  und  zum  Teil  von  einem 
Bogenstück  der  Randkurve,  in  welchem  der  Punkt  s  liegt,  begrenzt 
ist,  sodass  die  Werte  der  Funktion  ?Y/,  welche  zu  den  Punkten  dieses 
Gebietes  und  seiner  Grenzlinien  gehören,  untereinander  um  weniger 
als  d  differieren.  Man  sieht,  dass  dieses  nur  dann  möglich  ist,  wenn 
auch  die  Funktion   üi  an  der  Stelle  s  stetig  ist. 

Man  kann  solch  einen  Übergang  auch  einen  gleichmässig 
stetigen  nennen,  weil  sich  zeigen  lässt,  dass  die  obige  Bedingung, 
falls  sie  besteht,  auch  immer  so  erfüllt  werden  kann,  dass  man  das 
zu  einem  Punkt  s  gehörige  Gebiet  als  Stück  einer  Kreisfläche  mit 
einem  Radius  q  herstellt,  wobei  q  für  alle  Randpunkte  s  den  näm- 
lichen Wert  hat. 

Konvergiert  nun  die  Summe  der  Randwerte 
gleichmässig,  so  konvergiert  auch  die  Reihe 

U  =  U^-\-  tl^  -j-  U^-j-  ...-}-  Un  +  ... 

für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Fläche  und  stellt  eine  im 
Innern  harmonische  Funktion  dar. 

Denn  die  Funktion  ist  erstlich  in  der  Fläche  stetig,  weil  die  un- 
endliche Reihe  gleichmässig  konvergiert.     Da  nämlich  die  Summe 

Un  +    Un  +  1  -f    f/n  +  2  +  •  •  •  +    Un^.n 

zufolge  der  Voraussetzung  für  alle  Randpunkte  zugleich,  lediglich 
durch  Wahl  von  n  und  unabhängig  von  w?,  ihrem  Betrage  nach  kleiner 
als  eine  beliebig  kleine  Zahl  d  gemacht  werden  kann,  so  wird  auch 
die  Summe 

dem  Betrage  nach  für  alle  Punkte  der  Fläche  kleiner  als  d.  Die  Reihe 
für  71  konvergiert  also  gleichmässig.     Setzt  man  ferner 

«  =  Su  +  rny       Sn  ==  Wi   +  tl2  +  ^h  +  •  •  •  +  ?<«-!; 

SO  ist  für  jeden  Punkt  im  Innern  eines  innerhalb  der  Fläche  gelegenen 
Kreises  mit  dem  Radius  q: 

1     f'     cos  (In)      -,„         1      f-^    ,^ 

wenn  man  mit  S»  den  Wert  der  Summe  5„  in  den  Punkten  der  Peri- 
pherie bezeichnet.  Nennt  man  femer  F  und  R„  die  Werte  von  ?/  und 
r,j  auf  der  Peripherie,  so  kann  man  diese  Gleichungen  auch  in  der 
Form  schreiben: 
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Da  nun  r„  und  Bn  durch  Wahl  von  n  gleichmässig  beliebig  klein 
werden,  so  ist 

1     r^^  cos  (In)      -,_         1     /V-,0. 

d.  h.  «  ist  eine  harmonische  Funktion  für  das  ganze  Innere  der  Fläche. 
Diese  Funktion  konvergiert  auch  stetig  in  die  Randwerte  U. 
Man  wähle  n  so  gross,  dass  für  alle  Punkte  des  Randes  der  Wert  von 

um   weniger   als  ^  von  den  Werten  ?7("+'")  also  auch  U  differiert.    Die 

harmonische  Funktion  \i  unterscheidet  sich  alsdann  von  der  harmoni- 
schen Funktion  ^*^")  =  u^  -{-  u^  -\-  . . .  iin—i  um  eine  Grösse,  deren  Betrag 
nicht  grösser  ist,  als  der  grösste  Betrag  von  Un  +  Ün+i  -f  •  •  •  +  Un+my 

der,  wie  gross  auch  m  ist,  kleiner  bleibt  als  7.  •    Betrachtet  man  nun 

0 

einen   bestimmten   Randpunkt   s   und   konstruiert   man   um    denselben 

einen  Bereich,  so  dass  daselbst  die  Werte  von  t&'^  um  weniger  als  — 

o 

voneinander  und  also  auch  von  dem  Werte  f//''^  differieren,  so  unter- 
scheiden sich  auch  die  Werte  ii  von  diesem  Werte   ÜJ^"^^  um   weniger 

2d 

als  die  Grösse  -r—     Da  nun  der  Unterschied  von   ÜJ^"'^  und  Us  kleiner 
o 

'S- 

ist  als  -^,    so   unterscheiden   sich   in    dem   konstruierten   Bereich   die 

Werte  von  u  um  weniger  als  d  von  dem  Werte  Us,  und  zugleich  um 
weniger  als  Ö  voneinander. 

Aus  diesem  Satze  und  dem  des  vorhergehenden  Paragraphen  folgt 
noch  ein  bemerkenswerter  Lehrsatz,  der  später  wiederholt  Anwendung 
findet: 

Ist  für  eine  beliebige  Fläche  F  eine  unbegrenzte  Beihe  von  har- 
monischen Funktionen  Mj,  u^,  .,.Uny  ...  gegeben^  die  alle  innerhalb  der 
Fläche  einerlei  Zeichen  haben,  und  konvergiert  die  Summe 

^*i  +  ^2  +  %  +  •••  +  ^«  +  ••  •? 
an  irgend  einer  Stelle  im  Innern  der  Fläche,  so  konvergiert  sie  auch 
für  alle  inneren    Pnnlde  der  Fläche,  und  ist  in   derselben   eine  har- 
moyiische  FunUlon. 

5* 
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Wenn  nämlich  die  Reihe  an  einer  Stelle  konvergiert,  so  lässt  sich 
für  diese  ein  Wert  n  angeben,  sodass 

«n  +  ^«  +  1  +  ...  +  w„  +  m 
bei  jedem  Wert  von  m  kleiner  bleibt  als  eine  vorgeschriebene  beliebig 
kleine   Grösse  d.     Dann   aber   ist  diese  Summe   im  Innern  der  Fläche 
allenthalben   gleich   dem  Produkt  von  d  mit  einer   endlich  bleibenden 
Grösse.     Demselben  Satz  können  wir  auch  folgende  Form  geben: 

Gehen  die  Werte  einer  harmonischen  Funktion  u'  beständig  wachsend 
in  die  Werte  einer  (endlich  bleibenden)  Funktion  u  überj  so  ist  auch  u 
eine  harmonisclie  Funktion. 


Zweites  Kapitel. 

Die  zur  Bestimmung  einer  Potentialfunktion  ausreichenden 

Bedingungen:    Die  Eigenschaften  der  Greenschen  Funktion 

und  der  natürlichen  Belegung. 


§  21. 

Wenn  bei  einer  harmonisclien  Funktion  u  längs  einer  im  Innern 
des  Gebietes   gelegenen,  noch   so  kleinen  Linie  die  Werte  von  u  und 

-—  null  sind,  so  ist  die  Funktion  u  überall  gleicli  null. 

Eine  jede  Linie,  längs  welcher  u  =  0  ist,  muss,  wie  im  §  18 
bewiesen  wurde,  Gebiete,  in  denen  u  zunächst  nur  positiv  ist,  von 
Gebieten,  in  denen  u  zunächst  nur  negativ  ist,  trennen,  ausser  wenn  u 
überhaupt  gleich  null  ist.  Man  wird  also  auf  der  gegebenen  Linie 
ein  endliches  Stück  ausschneiden  und  durch  ein  endliches  Gebiet 
einschliessen  können,  sodass  auf  der  einen  Seite  des  Stückes  die 
Werte  von  n  nur  positiv  (oder  null),  auf  der  andern  nur  negativ 
(oder  null)  sind.  Man  wähle  nun  einen  beliebigen  Punkt  auf  der 
negativen  Seite  zum  Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  dem  Radius  (), 
dessen  Peripherie  teilweise  auf  der  anderen  Seite  liegt,  und  also  zu- 
sammen mit  dem  Kurvenstück  ein  bestimmtes  Gebiet  begrenzt,  für 
welches  die  Werte  von  u  nur  positiv  (oder  null)  sein  können.  Be- 
zeichnet man  den  Logarithmus  der  reziproken  Entfernung  des  Mittel- 
punktes von  den  Randpunkten  dieses  bestimmten  Gebietes  mit  T«, 
so  ist 


J   r   dn       dn  ^V 


da-=0. 


dti 
Da  nun   aber  u  und  —  längs  der  Kurve  gleich  null  sind,  so  redu- 


ziert sich  dieses  Integral  auf  den  Kreisbogen  und  es  ist 

da  =-0. 
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Da  nun  /  —-  da  =  0  ist,  wenn  es  längs  der  ganzen  Umgrenzung 
J    dn 

des  Gebietes  geführt  wird,  und  —  längs  der  gegebenen  Linie  null  ist, 

SO  wird   dieses  Integral   auch  längs   des  Kreisbogens   gleich  null,  und 
sonach  ist  auch 


f  -d)    /■ 

/  u  — da  =  f  udd'  =  0. 


Diese  Gleichung  ist  nicht  erfüllbar,  wenn  u  durchaus  positiv  ist; 
folglich  ist  %i  auf  dem  Kreisbogen  und  sonach  im  ganzen  Gebiet  null. 

du 
Hieraus  folgt:  Wenn  der  Wert  von  u  und  ;^  längs  einer,  übrigens 

beliebig  kleinen  Linie  im  Innern  eines  Gebietes  gegeben  ist,  so  ist  u 
dadurch  in  allen  Teilen  des  Gebietes  bestimmt. 


§  22. 
Wir  betrachten  nun  eine  im  Endlichen  geschlossene,  ebene  Fläche. 
Dieselbe  kann  von  einer  oder  von  mehreren  Kurven  begrenzt,  also 
einfach  oder  mehrfach  zusammenhängend  sein.  Sind  die  Werte,  welche 
eine  im  Innern  dieser  Fläche  harmonische  Funktion  längs  der  Rand- 
kurven besitzen  soll,  vorgeschrieben,  und  bilden  dieselben  eine  stetige 
Funktion  auf  dem  Rande,  so  dass  auch  die  harmonische  Funktion 
stetig  in  diese  Randwerte  übergeht,  so  ist  die  Funktion  für  alle 
Punkte  im  Innern  bestimmt.  Denn  gäbe  es  zwei  Funktionen,  welche 
dieser  Forderung  Genüge  leisten,  so  würde  ihre  Differenz  eine  har- 
monische Funktion  sein,  die  stetig  nach  den  Randwerten  null  konver- 
giert.    Solch  eine  Funktion  hat  aber  im  Gebiet  überall  den  Wert  null 

(§  13)-  gj; 

Sind  die  Werte   der  Ableitung  — -  am  Rande  vorgeschrieben,   so 

on 

gehört  zu  denselben  eine  eindeutige,  harmonische  Funktion  im  Innern 
des  Gebietes  nur  dann,  wenn 

dV 


f 


da^O 

dn 


ist.      Ist   diese   Bedingung   erfüllt,   so   ist   die   Funktion  bis   auf  eine 
additive  Konstante  bestimmt.     Denn  aus  der  Gleichung 

folgt,  dass  bei  einer  Funktion,  für  welche  ^  längs   des  Randes  null 
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ist ,  die  partiellen  Ableitungen  -—  und  -  -  überall  im  Innern  verschwin- 

'  ^  ^      dx  dy 

den;  solcb  eine  Funktion  ist  nur  eine  Konstante. 

Aus   derselben   Integralformel  folgt   auch:    Sind   auf  einem  Teile 

o  TT 

des  Randes   die  Werte  von   U,  auf  einem  andern  die  Werte  von    -  - 

dn 

vorgeschrieben^  so  ist  die  Potentialfunktion,  vorausgesetzt,  dass  es 
überhaupt  eine  giebt,  bestimmt. 

§  23. 

Um  eine  harmonische  Funktion  aus  ihren  Randwerten  für  das 
Innere  einer  geschlossenen  Fläche  F  wirklich  zu  bilden,  und  sonach 
die  Existenz  derselben  zu  erweisen,  muss  eine  Funktion  betrachtet 
werden,  welche  für  die  Potential theorie  im  Raum  zuerst  von  Green, 
in  der  Ebene  zuerst  von  C.  Neumann  eingeführt  wurde,  und  von 
letzterem  die  Greensche  Funktion  genannt  worden  ist.  Wir  definieren 
dieselbe  zunächst  wiederum  für  die  geschlossene  ebene  Fläche,  die 
eine  oder  mehrere  Randkurven  besitzen,  also  einfach  oder  mehrfach 
zusammenhängend  sein  kann. 

Im  Innern  der  Fläche  sei  ein  beliebiger  Punkt  0  fixiert;  die 
Entfernungen  der  Randpunkte  vom  Punkte  0  seien  mit  Q  bezeichnet. 
Man   konstruiere  die  harmonische  Funktion  ^,   die  im  ganzen  Innern 

der  Fläche  regulär  ist,  und  am  Rande  die  Werte  li  — )  besitzt.    Dass 

es  jedenfalls  nur  eine  Funktion  dieser  Art  giebt,  ist  im  vorigen  Para- 
graphen gezeigt;  dass  aber  solch  eine  Funktion  auch  möglich  ist, 
also  existiert,  soll  in  einem  späteren  Paragraphen  genau  bewiesen 
werden.  Vorläufig  nehmen  wir  ihre  Existenz  an  und  nennen  sie  die 
zum  Punkte  0   gehörige  Greensche  Funktion.     (Von  Riemann 

u.  a.   wird   auch   g  —  l{)    die   Greensche   Funktion    genannt.     Vor- 
läufig  ist   es  aber  bequemer  mit  g  allein  zu  operieren  und  einen  ein- 
fachen Namen  dafür  zu  haben.)    Der  Punkt  0  heisst  der  Pol  derselben. 
Ist   m  der  kleinste  Wert  unter  den  positiven  Grössen  Qj   und  31 

der    grösste,    so    sind    Hj^^J    und    l(  —  )    bezüglich   die   algebraisch 

kleinsten  und  grössten  Werte,  welche  die  Greensche  Funktion  über- 
haupt im  Innern  und  am  Rande  der  Fläche  annimmt,  ümgiebt  man 
den  Punkt  0   mit   einem   beliebig  kleinen  Kreise,   so  ist  die  DiflPerenz 

zwischen  der  Greenschen  Funktion  g  und  der  Funktion  l(—]  ausser- 
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halb  des  Kreises  und  im  Innern  der  Fläche  überall  harmonisch.  Da 
diese  Differenz  auf  dem  Rande  der  Fläche  gleich  null  und  auf  der 
Peripherie    des    beliebig    kleinen  Kreises   negativ   beliebig  gross  wird, 

so  ist  ^  —  Z(— )  im  Innern  der  Fläche  überall  negativ,  also  ^  <  M  —  )• 

Die  Funktion  (j  besitzt  zwei  wesentliche  Eigenschaften: 
1.   Ist  g^   die   zu   einem  Punkt  0   gehörige  Green  sehe  Funktion, 
und   ist  go'  die  zu  einem  andern  Punkt  0'  gehörige,  so  ist  der  Wert, 
welchen   die   erste  Funktion   im  Punkte  0'   besitzt,   gleich  dem  Wert, 
welchen  die  zweite  Funktion  im  Punkte  0  hat,  also  in  Formeln: 

^o(0')=^o(0). 

Man    umschliesse    die    innerhalb    der  Fläche    gelegenen  Punkte  0 

und  0'  mit  beliebig  kleinen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  0  und  0'  sind, 

und  deren  Radien  q  und  q'  heissen  mögen.   Nach  Ausschluss  dieser  Kreise 

soll  die  Fläche  mit  F'  bezeichnet  werden.    Führt  man  die  Funktionen 


9o 


-/(i),     ^i'  =  go-l{y) 


J'ß 


ein,  wobei  r  und  r'  die  Entfernungen  der  Punkte  von  F'  bezüglich  von  0 
und  0'  angeben,  so  sind  u  und  u'  im  Innern  von  F'  harmonische  Funktionen. 
Wir  betrachten  nun  das  Doppelintegral 

du'   ,    du  du'\  ,     , 

welches  wir  über  die  ganze  Fläche  F'  erstrecken  wollen.  Um  aber 
keine  Voraussetzungen  einzuführen  über  die  Werte  der  Ableitungen 
an  dem  Rande,  zumal  da  dieselben  in  Punkten  desselben  in  der  That 
unendlich  werden  können,  ersetzen  wir  die  Randkurve  durch  eine 
andere,  welche  in  beliebiger  Nähe  derselben  verläuft,  und  ebenfalls 
die  um  0  und  0'  konstruierten  Kreise  einschliesst.  Al^  solch  eine 
Kurve  lässt  sich  zweckmässig  diejenige  wählen,  auf  welcher  u  den 
konstanten  Wert  cc  hat,  wobei  «  schliesslich  gleich  null  wird.  Wir 
können  nun  auch  u  —  a  =  v  einführen  und  das  Integral 


fß 


dv  du'    .    dv  du' 


dv  du'\ 
+  Ju  dy)  ^^  ^2/ 


dx  dx       dy  dy 

im   Innern   der  Fläche    betrachten,    deren  Rand    von    der  Linie  v  =  0 
und  den  beiden  Kreisen  um  0  und  0'  gebildet  wird.     Es  ist  nun 

ßyj  £  £  ''^  -J^y  1 7x  ]  -J^yJ''  S  ^^' 


Zweites  Kapitel:  Ausreichende  Bedingungen  und  Darstellungsformen.    §  23.     73 
Da   nun   ^— g  +  ^-^  =  0^  so  wird  das  Doppelintegral  gleich 


j'^yVji] 


-{-  dx\v  ,,—    • 


Die  Werte  unter  dem  Integral  beziehen  sich  nur  noch  auf  den 
Rand  der  Fläche  F^  und  da  im  übrigen  i;  =  0  ist,  so  kommen  nur 
noch  die  Peripheriepunkte  der  beiden  Kreise  in  Betracht. 

Für  die  Parallelen  zur  ^-Achse  ist,  wenn  n  die  nach  aussen 
gerichtete  Normale  des  Kreises  bedeutet,  an  den  Austrittsstellen 
dy  =  d6  cos  {nx),  an  den  Eintrittsstellen  dy^  —  dö  cos  (nx),  und  ebenso 
für  die  Parallelen  zur  ^Z- Achse  beim  Austritt  dx  =  dö  cos  (ny)j  beim 
Eintritt  dx  =  —  da  cos  ny.     Mithin  ist  das  obige  Integral  gleich 

da  die  Eintrittsstellen  am  Kreise  im  obigen  Integrale  mit  positivem, 
die  Austrittsstellen  mit  negativem  Zeichen  behaftet  sind.  Es  ist  nun 
längs  des  Kreises  mit  dem  Radius  (>': 

also:  ^^  ~  ^^^        ^'' 

Lässt  man  q  und  ^'  beliebig  klein  werden,  so  konvergieren  die 
ersten  beiden  Integrale  nach  null,  das  dritte  bekommt  den  Wert 

-  2»i>  =  -  2jt («  -  «)  =  -  2;r  \_g, (0')  -  l  {^)  -  «], 

und  lässt  man  a  nach  null  konvergieren,  so  wird 

Da  nun  aber  das  Doppelintegral  symmetrisch  in  Bezug  auf  ii 
und  nJ  ist,  so  folgt,  dass  man  durch  die  nämliche  Betrachtung,  wobei 
die  Kurve  v!  =  a  eingeführt  wird,  zu  der  Gleichung  gelangt: 


V  d&. 


Iß 


du  dv!    ,    du  du'\   ,      ,  o     r      /-AN       7  M  M 

-{•  —  ^)dxdy^-27t  \go' (0)  -  l  \^^,)\' 


dx  dx       dy  dy 
Es  ist  also  .„.  .^,. 

Dass  nämlich  jenes  Doppelintegral,  ausgedehnt  über  die  Fläche  F\ 
einen  bestimmten  Wert  hat,  der  unabhängig  ist  von  der  Art, 
wie   man   schliesslich   zur  Randkurve   übergeht,   folgt   daraus, 


74     Zweites  Kapitel:  Ausreichende  Bedingungen  und  Darstellungsformen.    §  23. 

dass  man  dasselbe  als  ein  Aggregat  von  Integralen  darstellen  kann, 
deren  Elemente  alle  positiv  sind;   es  ist  nämlich  gleich 

und  jedes  dieser  Integrale  hat,  wenn  die  Punkte  0  und  0'  ausgeschlossen 
sind,  einen  bestimmten  Grenzwert. 

2.  Rückt  der  Punkt  0'  auf  den  Rand  der  Fläche  in  einen  Punkt  p^ 
so  geht  die  zum  Punkte  0'  gehörige  Greensche  Funktion  in  die  Funk- 
tion M^j  über,  wobei  /  die  Entfernungen  der  Punkte  in  der  Fläche 

vom   Punkte  p    bedeutet.     Dieser  Übergang    erfolgt,    nach  Ausschluss 

des  Punktes  p  durch  ein  beliebig  kleines  Gebiet,  gleichmässig  stetig. 

Man   betrachte    gleichzeitig   einen  festen  Punkt  0  und  den  varia- 

belen  Punkt  0'.     Um   den  Punkt  0   konstruiere  man  die  Kurven,   auf 

welchen  die  Greensche  Funktion  g^  gleich  n  — )  -f  a  oder  g^—  H«     j 

konstant  gleich  a  ist,  wobei  a  einen  negativen  Wert  mit  beliebig 
kleinem  Betrag  bedeutet.  Rückt  der  Punkt  0'  auf  diese  Kurve,  so 
hat  die  zu  0'  gehörige  Greensche  Funktion  go'  im  Punkt  0  den  Wert 

l  [wxfj  +  «•  Umgiebt  man  den  Randpunkt  p,  in  welchen  0'  hinein- 
rücken soll,  mit  einem  beliebig  kleinen,  ins  Innere  der  Fläche  F 
eindringenden  Gebiete,   welches    den  Punkt  0'  einschliesst,   und  nennt 

man  F  nach  Ausschluss    dieses  Gebietes  F'y    so    ist   i/o' —  M  — )   eine 

in  F'  überall  harmonische  Funktion;  /  bezeichnet  die  variabele  Ent- 
fernung jedes  Punktes  im  Innern  oder  am  Rande  der  Fläche  F'  vom 
Punkte  0'.     Diese    harmonische  Funktion   ist   im  Punkte  0    gleich    «, 

am  Rande  von  F'  überall  negativ  oder  null,  und  folglich  ist  ^o'  —  M    >  ) 

überall  im  Innern  von  F'  gleich  dem  Produkt  von  a  mit  endlichen 
Grössen   (§  19).     Konvergiert    a  nach    null,    so  geht  go'  innerhalb  F' 

gleichmässig  in  den  Wert  M-7)  über. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  folgendermassen  aussprechen:  Wird 
irgend  eine  Kurve  betrachtet,  die  ganz  im  Innern  der  Fläche  F  liegt, 
so  konvergieren  die  Werte,  welche  die  Funktion  go'  auf  der  Peripherie 
und    im  Innern    dieser  Kurve  besitzt,    gleichmässig  nach  den  Werten 
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l(-j\  wenn  0'  auf  den  Rand  der  Fläche  jP  rückt.  Ebenso  konvergieren 
aucli  sämtliche  Ableitungen  der  Funktion  (j  gleichmässig  nach  den 
Werten  der  entsprechenden  Ableitungen  von  ly-,j  (§  19). 

§24. 

Mit  Hilfe  der  Green  sehen  Funktion  kann  man  eine  Potential- 
funktion, die  für  eine  im  Endlichen  geschlossene  Fläche  definiert  ist, 
lediglich  durch  die  Werte  ausdrücken,  welche  die  Funktion  am  Rande 
besitzt,  also  an  Stelle  der  Gleichung  Va)  des  §  12  eine  wichtige  neue 
Formel  einführen.  Wir  wollen  diese  Formel  zunächst  nur  bilden,  und 
sie  erst  in  einem  späteren  Kapitel  exakt  beweisen,  da  auch  die  Existenz 
der*Greenschen  Funktion  erst  noch  bewiesen  werden  muss. 

Die  für  das  Innere  der  Fläche  F  definierte  Potentialfunktion  lässt 

dU 
sich    durch    die    Randwerte   U  und   — —    vermittelst    der  Gleichungen 

on 
darstellen: 

1      CrrdTi  ^  1      rdü^^^ 

2%J        dn  2%J    dn 

Man  konstruiere  nun  die  zu  einem  inneren  Punkt  i  gehörige  Green- 
sche  Funktion  (/,•,  so  besteht  auf  jeder  Kurve  ö',  die  ein  Gebiet  im 
Innern  von  F  umschliesst,  die  Gleichung 


/( 


dn  dn  / 


wenn   U  und  Gi   die  Werte  von  u  und  gi  auf  der  Kurve  ö'  bedeuten. 
Geht    man    von   ö'  zur   ursprünglichen  Randkurve   selbst  über,    so  ist 

lim    fü^  da' ^  lim    (G^^do'. 

a'  =  aj         dn  a'.aj  dn 

Da  nun  aber  die  Werte  von  Gi  gleich  den  Werten  von  Ti  werden, 
wenn  der  Rand  (?'  in  den  Rand  6  übergeht,  so  ist 

lim    fG^^do'^f^T^da', 
o-=aJ         dn  J    dn 

also  verwandelt  sich  die  obige  Formel  in  die  Gleichung: 

Ui  =  --       Ü—-^  da  -  ^r-  hm    /  ü -^-  da\ 

2jcJ        dn  27ta=^aJ        dn 

Die  Zulässigkeit  der  vollzogenen  Grenzübergänge  muss  festgestellt 
werden.     Man   sieht  aber  ein,   dass  sie  (die  Existenz  der  Funktion  (ji 
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Pj  TT 
vorausgesetzt)  jedenfalls  statthaft  ist,  wenn  die  Ableitungen auch 

beim  Übergang  in  die  Randkurve  0  stetig  bleiben,  wenn  also  z.  B. 
diese  Randkurve  noch  nicht  die  natürliche  Begrenzung  der  Potential- 
funktiou  u  bildet. 


§  25. 

Als  Beispiele  für  die  Darstellung  der  Green  sehen  Funktion 
wollen  wir  nur  kurz  auf  den  Kreis  und  das  Rechteck  hinweisen. 

Ist  der  Radius  des  Kreises  «,  und  sind  r  und  ^  die  Polar- 
koordinaten eines  im  Innern  des  Kreises  gelegenen  Punktes,  so  kann 
jede  im  Innern  des  Kreises  harmonische  Funktion  durch  die  Reihe 
dargestellt  werden: 

k^   oo  /  „  \  jfc 

u  (r,  d-)  =  Äq  +^  y-J  {Äk  cos  hO'  -\-Bk  sin  h%). 

k      1 

Sind  6',  ^^  die  Koordinaten  eines  inneren  Punktes,  der  zum  Pol 
der  Green  sehen  Funktion  gemacht  werden  soll,  so  muss  die  Funktion  ii 

für  r  =  a  übergehen  in  den  Wert  l(      h  wobei  q  die  Entfernung  der 

Peripheriepunkte  vom  Punkte  c,  d-^  bedeutet.  Bezeichnet  man  die 
komplexen  Koordinaten  der  Randpunkte  mit  z  =  ae^ ^  die  komplexe 
Koordinate  des  Poles  mit  y  ==  c&^'y  so  ist 

«G)  =  -  m  =  -  Reell  l{z-Y)  =  -  lia)  +^  J  {^J  cos /c (&, -  ^^), 
also  ist 

A^=~l(a),     Ak=  ^  (^^j  cosÄ;^!,     Bk  =  j[~)  sinJcd-,, 
und  folglich 


Summiert  man  die  Reihe,  so  wird 

g  =  l  (a)--^l[r^c^-  2a^rc  cos('9-i-  ^)  +  «']. 

In  dieser  Form  tritt   die  Symmetrie  hervor  in  Bezug   auf  die  Punkte 
r,  0-  und  c,  O-j.      Für  r  =  0   wird  g  =  ll  —  L   für   den   Mittelpunkt   als 

^  Qj  / 

Pol  ist  daher  auch  g  konstant  gleich  l\\ 
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Bestimmt  man  auf  dem  Radius,  welcher  vom  Mittelpunkt  0.  zum 
Pol  G  führt,  den  konjugierten  Punkt  I),  dessen  Koordinaten  —  und  Q-^ 
sind,  so  erkennt  man,  dass  für  einen  beliebigen  Punkt  P 

ist.  Man  ersieht  hieraus,  dass  die  natürliche  Begrenzung  für  die 
Greensche  Funktion  im  Endlichen  nur  durch  den  konjugierten  Punkt 
D  bezeichnet  wird. 

§  ^Q- 
Für    ein   Rechteck    ist    die   harmonische   Funktion,    welche   auf 
den  Seiten  y  =  1  den  Wert  U.^  hat,   auf  den  drei  übrigen  Seiten   den 
Wert  null,  durch  die  Reihe  deliniert: 

Setzt  man  hier  TJ^^-'^l{{x-  af  -\- (h  -  ßf)  und  bildet   man 

ebenso  die  drei  auf  die  übrigen  Seiten  bezüglichen  Reihen  (§  4),  indem 
man  für  die  Randfunktionen  die  entsprechenden  Logarithmen  einsetzt, 
so  erhält  man  die  Greensche  Funktion  g.  Die  Ausführung  der  Inte- 
grale wird  indessen  kompliziert. 

Einfacher  und  wichtiger  ist  folgende  Unterlegung:  Die  harmo- 
nische Funktion,  welche  auf  der  Seite  y  =  h  den  Wert  L\,  auf  den 
andern  Seiten  den  Wert  null  hat,  muss  nach  den  vorläufigen  Unter- 
suchungen im  §  24  auch  in  der  Form  darstellbar  sein: 


1     f'     [BT      dg\. 
2'jcj      ^^dy       dyf       ' 


wobei  die  Ableitung  in  der  Richtuug  der  negativen  Ordinatenachse 
zu  bilden  ist.  Bezeichnet  man  mit  «,  ß  die  Koordinaten  des  Pols  der 
Greenschen  Funktion  und  vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem 
obigen  (in  welchem  a,  /3  an  Stelle  von  x^  y  zu  schreiben  ist),  so  kann 
man  schliessen,  dass  für  ^  =  &  die  Gleichung  besteht: 

dy       dy         a^l-q^^  \    a^J        \    a    J         \    a    J 

Da  ferner  der  Wert  von  T—  ^  für  y  =  h  null  ist,  so  ist  es  leicht, 
die  harmonische  Funktion  T  —  g  selbst  anzugeben,   welche  längs  der 
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Geraden  y  =  h  den  Wert  null  hat,  während  ihre  Ableitung  nach  der 
negativen  Richtung  von  y  den  oben  angegebenen  Wert  besitzt;  durch 
diese  Angaben  ist  nämlich  die  Funktion  bestimmt  (§  21);  es  wird 


kl  ^ 

Die  Konvergenz  dieser  Reihe  erstreckt  sich  nicht  auf  das  ganze 
Rechteck,  aber  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Geraden  y  =  h  ist 
die  Reihe  konvergent  und  stellt  die  harmonische  Funktion  dar.  Um 
auf  bekannte  Reihen  zu  reduzieren,  fügt  man  die  konjugierte  Funktion 
hinzu ;  bezeichnet  man  alsdann  '  die  Funktion  g  —  T  nebst  der  kon- 
jugierten mit  u  -{-  iv  =  w y  so  ist 

Setzt  man  x-\'iy  =  z,c  =  a-\-iß,c^=^a  —  iß^  so  ist  c  +  c'  =  2o:, 
c  —  c'==  2  ißy  also 

w  =  S^^-^-  .  YZr^  ^^^  ^'  a  ^^  -  '^)  ^"'  y^Ta^^~  ^'v  ^"'  2a  ^"^  "^  "^^ 
jfc=i  ^ 


=  2  y4-  •  ^-^-2l:  [cos  ^'"^  (^  -  il  -  c')  +  cos  ^  (^  -  y7>  +  c') 

--  iz  —  ih  —  c)  —  cos  -     (z  —  ih  +  c)    • 
a    ^  ^  a    ^  ^J 


—  cos 
Führt  man  die  Jacobische  Funktion  ein: 

n      CO 
n      1 


f^  (^)  =  1  +  2^  (-  1)«  q-''  cos  (2n  itz), 

n      l 

ist  l  {p'\    j)  bis  auf  eine  Konstante  gleich 


3 

und  sonach  wird  z,  wenn  man  noch       i  =  x  setzt: 
'  a 


e"  = 
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Auf  die  nähere  Diskussion  dieser  Formel,  aus  deren  Konvergenz 
sich  nun  rückwärts  alle  Schlüsse  leicht  bestätigen  lassen,  soll  hier 
nicht  eingegangen  werden.  Sie  liefert  bekanntlich  die  konforme  Ab- 
bildung des  Rechteckes  auf  einen  Kreis,  wobei  der  Punkt  c  dem  Mittel- 
punkt des  Kreises  entspricht  (§  45). 


§27. 

Das  Gebiet,  für  welches  eine  harmonische  Funktion  bestimmt 
werden  soll,  sei  nun  ein  ins  Unendliche  erstrecktes,  und  zwar  soll 
dasselbe,  damit  der  Unendlichkeitspunkt  nicht  auf  dem  Rande  liegt, 
von  der  Aussenfläche  einer  geschlossenen  Kurve  S  gebildet  werden. 
Die  harmonische  Funktion  kann  im  Unendlichen  ein  verschiedenes 
Verhalten  aufweisen;  sie  kann  daselbst  nämlich  endlich  bleiben  (ist 
sie  das  Potential   endlicher  Massen,   so  hat  sie   dann  den  Wert  null) 

oder  sie  kann  logarithmisch  unendlich  werden  (wie  Ml\~j  für  r  =  co), 

oder  unendlich  werden  wie  eine  algebraische  Potenz  von  bestimmter 
Ordnung,  oder  von  höherer  als  jede  endliche  Ordnung.  Ist  die  Funktion 
das  Potential  endlicher  Massen,  so  kann  sie  nur  logarithmisch  un- 
endlich werden,  daher  wird  dieser  Fall  nebst  Jf=0  im  folgenden 
allein  für  das  Unendlichwerden  näher  berücksichtigt. 

Eine  harmonische  Funktion  ist  durch  die  Werte,  welche  sie  am 
Rande  S  der  Fläche  besitzt,  nur  dann  vollständig  bestimmt,  wenn 
auch  ihr  Verhalten  im  Unendlichen  aus  diesen  Randwerten  sich  er- 
kennen lässt.  Im  §  13  ist  bewiesen,  dass  bei  einer  harmonischen 
Funktion,  welche  im  Unendlichen  den  Wert  null  hat,  die  Werte  auf 
der  Kurve  S,  falls  sie  konstant  sind,  notwendig  ebenfalls  gleich  null 
sein  müssen.  Dagegen  kann  die  Funktion  auf  der  Kurve  S  konstant 
sein,  ohne  dass  sie  überall  konstant  ist,  wenn  sie  im  Unendlichen 
nicht  endlich  bleibt,  sondern  unendlich  wird.  Demnach  ergeben  sich 
folgende  Sätze: 

1.  Soll  die  harmonische  Funktion  im  Unendlichen  in  vorgeschrie- 
bener Weise  unendlich  werden,  und  sind  die  Werte  der  Funktion  u  am 
Rande  S  gegeben,  so  giebt  es  jedenfalls  nicht  mehr  als  eine  Funktion, 
welche  dieser  Forderung  genügt.  Denn  gäbe  es  zwei  Funktionen,  u^ 
und  ^2,  so  müsste  die  Differenz  derselben  im  Unendlichen  verschwinden 
und  auf  dem  Rande  S  null  sein;  solch  eine  Funktion  ist  im  Gebiet 
überall  gleich  null. 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  dass  die  Funktion  u  im  Unendlichen 
den   Wert   null   haben   soll,    so   können   wir   den   Satz   noch   genauer 
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fassen:  Weil  nämlicli  die  Funktion  bereits  bestimmt  ist,  wenn  ihre 
Randwerte  auf  S  gegeben  sind,  und  überdies  nur  gefordert  wird,  dass 
sie  im  Unendlichen  endlich  bleibt,  so  kann  der  bestimmte  Wert  im 
Unendlichen  nicht  mehr  vorgeschrieben  werden;  es  wird  vielmehr  bei 
gegebenen  Randwerten  bereits  ein  bestimmter  endlicher  Wert  im  Un- 
endlichen vorhanden  sein,  sodass  man  diese  Konstante  in  Abzus: 
bringen  muss,  um  zu  bewirken,  dass  u  im  Unendlichen  null  wird. 
Also  erhält  man  den  Satz: 

2.  Sind  für  den  Rand  S  die  Werte  ü  gegeben,  so  giebt  es  nur 
eine  Funktion  u,  welche  im  Unendlichen,  verschwindet,  und  deren 
Randwerte  auf  S  sich  von  den  Werten  U  um  eine  additive  Konstante 
unterscheiden. 

Derselbe  Umstand  wird  nun  im  allgemeinen  immer  eintreten, 
wenn    für    die   Funktion  u    die    Randwerte   U  und    das  Verhalten    im 

Unendlichen  Ml  (  — 1    gleichzeitig    gegeben    sind.       Die    harmonische 

Funktion,  für  welche   also  die  Differenz  u  —  Ml  ( -j  im  Unendlichen 

null  wird,  wird  auf  dem  Rande  S  Werte  besitzen,  die  sich  um  eine 
bestimmte  Konstante  von   ü  unterscheiden. 

Um  etwas  Näheres  über  diese  Konstante  festzustellen,  müssen 
wir  eine  andere  Potentialfunktion  y  einführen,  die  wir  wiederum  zu- 
nächst nur  definieren,  während  ihre  Existenz  aus  den  späteren  all- 
gemeinen Betrachtungen  hervorgehen  wird. 

Man  denke  sich  für  das  äussere  Gebiet  der  Kurve  S  diejenige 
harmonische  Funktion   definiert,   welche   sich   im  Unendlichen  verhält 

wie  M  — )  für  r  =  go   und  auf  der  Kurve  S  konstant  ist.    Man  gelangt 

zu  dieser  Funktion  auf  folgendem  Wege.  Im  Innern  der  Kurve  S 
werde   irgend    ein   Punkt    angenommen    und    zum    Anfangspunkt    des 

Polarkoordinatensystems  gewählt.     Man  bilde  die  Funktion  l\     )  und 

bezeichne  die  Werte  derselben  am  Rande  S  mit  V.  Alsdann  kon- 
struiere man  für  das  äussere  Gebiet  von  S  die  harmonische  Funktion 
V,  welche  im  Unendlichen  endlich  bleibt  und  am  Rande  die  Werte  V 
hat.     Ist  dann  F  der  bestimmte  Wert  im  Unendlichen,  so  ist 

die  gesuchte  Funktion;  dieselbe  hat  auf  dem  Rande  S  den  Wert  V 
und  wird  im  Unendlichen  wie  M  ~ )  unendlich.     Der  Wert  von  i'  ist 
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eine  für  die  gegebene  Kurve  S  charakteristisclie  Konstante,  sobald 
die  Längeneinheit  fest  gewählt  ist.  Wird  diese  geändert,  so 
ändert  sich  der  Wert  von  F  um  eine  additive  Konstante. 

So  ist  z.  B.  für  einen  Kreis  vom  Radius  a  die  Funktion  y  gleich 

l(~j,    wenn  r    die    Entfernung    vom    Mittelpunkt    angiebt;    also    ist 

r=  M  -  );  dieser  Wert  kann  negativ,  null  oder  positiv  sein,  je  nach- 
dem a  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  1  ist.  Dass  in  der  That  bei 
jeder  Kurve  der  Wert  von  F  durch  Veränderung  der  linearen  Mass- 
einheit additiv  geändert  werden  kann,  folgt  daraus,  dass  der  Wert 
von  V  additiv   geändert   wird;    denn   diese  Funktion  sollte   am  Rande 

die  Werte  l\—)  haben.     Die   für   das  Äussere    der  Kurve  S  definierte 

Funktion,  deren  konstanter  Wert  am  Rande  F  ist,  heisst  nach  Neu- 
mann  das  Potential  der  natürlichen  Belegung.  Der  Wert  von  y 
in  irgend  einem  äusseren  Punkte  a  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

also  weil  zufolge  der  Gleichung  F=  const  das  erste  Integral 


/ 


--^-  dö  =  0 
dN 


ist, 


7t  J  dN^""' 


y«  =  --o—  l-^läTadö 


Es  sei  nun  eine  Potentialfunktion  u  gegeben;  ihre  Randwerte  auf 
S  seien  mit  U  bezeichnet,  die  Art  des  Unendlich werdens  durch  3Il(~\ 

fixiert.     Es  ist  dann  auch  (wenn  wir  annehmen,  dass  die  Ableitungen 
nach  der  Normalen    am    Rande    stetig    bleiben)    [§  12,   Gleich.   Ib]: 

—  ^7—  /  ^r^  d(5  =  M     und     —  -^--^  I  — —  da  =  1. 
27tJ    dN  27cJ    dN 

Nun  besteht  die  Gleichung: 

oF        r^dU\^ 

^jTiJ        dN  27t    J    dN 


hfi 


also 


Haruack,   Uio  (iruudlageii  etc. 
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Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten^  dass  bei  der  gegebenen 
Kurve  S  die  Längeneinheit  so  gewählt  ist,  dass  F  nicht  null  ist. 
Alsdann  lehrt  diese  Gleichung: 

1.  Ein  Potential ,  dessen  Randwerte  U  gegeben  sind^  besitzt  im 
Unendlichen   ein   ganz   bestimmtes   Verhalten;    es    wird   logarithmisch 

unendlich ^    wie  3Il{-  L  wobei 


"—^rl^w"^ 


kf" 


Man  kann  31  auch  als  Summe  der  Massen  im  Innern  von  S  be- 
zeichnen^ durch  welche  das  Potential  erzeugt  ist. 

2.  Sind  für  das  Potential  Randwerte  U  und  der  Wert  von  M 
gleichzeitig  vorgeschrieben,  so  ist  solch  eine  Funktion  im  allgemeinen 
nicht  möglich,  vielmehr  lässt  sich  ti  nur  so  bilden,  dass  seine  Rand- 
werte  um  eine  bestimmte  Konstante  C  von  U  abweichen.  Die  Grösse 
dieser  Konstanten  C  folgt  aus  der  Gleichung 

i\.    Soll  die  Funktion  auf  der  Kurve  den  konstanten  Wert  C  haben, 

C 
so    ist    ihr    Verhalten    im    Unendlichen    durch    den    Faktor   31  =  yr 

bestimmt. 

4.    Soll  die  Funktion  im  Unendlichen  verschwinden  und  sich  auf 

dem    Rande  S  nur    um    eine  Konstante    vom  Werte   U  unterscheiden, 

so  ist  diese  Konstante  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


2jt  I        dN 


>^7 

So  ist  z.  B.  für  einen  Kreis  der  Wert  dieser  Konstanten  immer  gleich: 

Es  kann  nun  für  dieselbe  Kurve  die  Längeneinheit  so  gewählt 
sein,  dass  r=  0  ist.     Alsdann  bestehen  folgende  Sätze: 

1.  Ein  jedes  Potential,  welches  am  Rande  S  die  Werte  U  hat, 
besitzt  die  Eigenschaft,  dass 


2^J 


U^äe^O 


ist;  mag  es  dabei  im  Unendlichen  null  oder  logarithmisch  unendlich 
werden.  Das  Potential  ist  also  durch  seine  Randwerte  ü  allein  nicht 
bestimmt. 
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2.  Sind  irgend  welche  Werte  ü  am  Rande  vorgeschrieben,  welche 
dieser  Integralbedingung  nicht  genügen,  so  sind  nur  solche  Potentiale 
möglich,  deren  Randwerte  sich  um  eine  additive  Konstante  von  U 
unterscheiden.  Der  Wert  dieser  Konstanten  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung: 

l-ßu+C)§äa  =  0,    also    C^^Jü^äa, 

er  gilt  auch,  wenn  die  Funktion   im  Unendlichen   verschwinden   soll. 

3.  Soll  die  Funktion  am  Rande  konstant  sein,  so  ist  nur  der 
konstante  Wert  null  möglich. 


§  28. 

Auch  für  das  äussere  Gebiet  von  S  können  wir  mittels  der  Green- 
schen  Funktion  den  Wert  von  u  lediglich  durch  die  Werte  ü  am 
Rande  ausdrücken.  Wir  definieren  die  Funktion  Qu,  welche  am  Rande 
S  die  Werte  jT«  +  ^on[t  hat,  wobei  Ta  den  Logarithmus  der  reciproken 
Entfernung  eines  äusseren  Punktes  a  von  den  Punkten  auf  S  darstellt. 
Die  Funktion  ya  soll  im  Unendlichen  null  werden.  Die  Konstante, 
welche  die  Differenz  zwischen  ga  und  T^  angiebt,  ist  durch  die  Formel 


'^■-r.l^-'A" 


hf- 


bestimmt,   und   folglich   nichts    anderes   als   der    Wert   der    Funktion 
—  7  im  Punkte  a.     Nun  ist 


und 


1      rri^Ta  ^  1      rdU  rr  ^ 


Es  bedeutet  hierbei   a'  eine  Kurve,   welche   die  Kurve  S  umschliesst, 
und  schliesslich  in  S  übergehen  soll.     Mithin  wird 

27t J       BN  2%  „-^aj    dN  ^^  J    ^^ 

Wenn   wir   nun   weiter   annehmen,   dass   die   Funktion  u   so   be- 
schaffen ist,  dass  für  dieselbe 


f 


sn'"-'' 


wird,  so  ist  sie  durch  ihre  Randwerte  allein  darstellbar;  es  ist 
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eine  Funktion,  welche  am  Rande  den  Wert  U  hat  und  im  Unendlichen  ver- 
schwindet. Bei  dieser  Formel  für  Ua  ist  bemerkenswert,  dass  sie  nicht  ge- 
ändert wird,  wenn  an  Stelle  von  U  der  Wert  ü  -\-  C  eingesetzt  wird. 
Dass  nun  auch  umgekehrt  die  vorstehende  Formel  eine  harmonische 
Funktion  darstellt,  welche  am  Rande  die  Werte 


kf" 


''+Ä/"S* 


besitzt  und  im  Unendlichen  verschwindet,  soll  später  bewiesen  werden. 
(§  46). 

Anmerkung.  Da  für  die  Potentialtheorie  im  Raum  die  analogen  Sätze 
zum  Teil  anders  lauten,  so  will  ich  sie  hier  ohne  Beweis  zum  Vergleich 
kurz  anführen. 

Eine  Potentialfunktion,  welche  für  den  äusseren  Raum  einer  Fläche 
regulär  sein  soll  und  im  Unendlichen  verschwindet,  ist  bestimmt,  wenn  die 
Werte  auf  der  Fläche  gegeben  sind. 

Insbesondere  giebt  es  auch  Funktionen,  welche  auf  der  Fläche  konstant 
sind  und  im  Unendlichen  verschwinden.  Eine  solche  Funktion  v  hat  die 
Eigenschaft,  dass  ihr  Maximal-  oder  ihr  Minimalwert  der  konstante  positive 
resp.   negative    Wert    auf    der    Fläche    ist,    und    folglich    ist    für    dieselbe 

/   -     da  niemals  null,  sondern  eine  bestimmte  Grösse.    Indem  man  die 

47t  J  dN 
Funktion  v  mit  einem  konstanten  Faktor  multipHziert,  kann  man  es  immer 
erreichen,    dass    dieses  Integral   den  Wert   1    bekommt.      Diese   Funktion  y 
heisst  das  Potential  der  natürlichen  Belegung;   der  konstante  Wert  auf  der 
Fläche  T;  die  Grösse  F  kann  niemals  null  oder  negativ  sein.    Aus  der  Gleichung 


0 
J    \'  BN  dN/ 

oder 


A.itJ       dN  4:7t   J    dN 

Potential,    dessen  Werte    U  auf  der  Fläcl 
ist  der  Wert  von  -  £/]^  da  ==  M  =  -  ^Ju^^  da  ein   ganz   be- 

Sind  die  Werte  U  auf  der  Fläche  gegeben,  und  überdies  der  Wert 

L  /     ^(j  =  3f  vorgeschrieben,    so    lässt    sich    ein    Potential    be- 
[7t J   dN 

dessen  Werte  auf  der  Fläche  nur  um  eine  additive  Konstante  von 
ichen.     Diese  Konstante  ist 


folgt  nun: 

1.    Für  ein   Potential,    dessen  Werte    U  auf  der  Fläche  gegeben  sind. 
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3.    Soll    die  Funktion  auf   der  Fläche    den   konstanten  Wert  C  haben, 
so  ist  für  dieselbe 


'  f 

4:7tJ 


dU  ^       c 


/'7)T7 
-~  da  =  0  sein,  und  sollen 

sich  die  Werte  auf  der  Fläche  nur  um  eine  additive  Konstante  von  ge- 
gebenen Werten  U  unterscheiden,  so  ist  diese  Konstante  bestimmt  durch 
die  Gleichung 

.     „      1    r^jdr^ 

47t./       dN 

Führt  man  die  Green  sehe  Funktion  ein,  welche  auf  der  Fläche  die 
Werte  2«  hat,  wobei  Ta  die  reciproke  Entfernung  der  Flächenpunkte  von 
einem  äusseren  Punkt  a  darstellt  und  welche  im  Unendlichen  null  ist,  so 
bestehen  die  Gleichungen: 


Mithin  wird 


Ua  =-  .      j^  w     da  -~y~  hm     1  U  ^  —  da, 

4:TttJ        on  4:7t  a'a*^       vis 


diejenige  Potentialfunktion,  welche  auf  der  Fläche  den  Wert  U  hat  und  für 

welche  -—-  /  -_-  da  =  -    :^  j  TJ  ~-  da  ist. 
4:7t J   dN  4:7trJ      cN 


Drittes  Kapitel. 


Die  Neuniannsclie  Methode  zur  Konstruktion  einer  Potential- 
t'unktion  aus  ihren  Randwerten. 


§  29. 
Die  Aufgabe,  die  Existenz  einer  Potentialfunktion  nachzuweisen, 
für  welche  die  Werte  f/,  die  sie  am  Rande  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Gebietes  besitzt,  vorgeschrieben  sind,  lässt  sich,  wie  Herr 
C.  Neumann  gezeigt  hat,  direkt  für  solche  Flächen  lösen,  bei  denen 
die  Tangenten  der  Randkurve  nirgendwo  in  das  Innere  der  Fläche 
eintreten.  Solche  Flächen  sind  also  alle  diejenigen,  bei  denen  die  be- 
grenzende Kurve,  wie  z.  B.  bei  einem  Kreise,  einer  Ellipse  etc.  — 
überall  konvex  nach  aussen  ist;  ferner  diejenigen,  welche  aus  Stücken 
von  solchen  Linien  oder  aus  Geraden  zusammengesetzt  sind,  falls 
keine  einspringenden  Ecken  vorkommen. 

Wir  betrachten  im  folgenden  derartige  Flächen,  und  nehmen 
dabei  an,  dass  die  Randkurve  überall  eine  bestimmte  Tangentenrichtung 
besitzt,  und  nur  in  den  Eckpunkten,  die  aber  stets  nur  in  endlicher 
Anzahl  vorhanden  sein  sollen,  zwei  verschiedene,  jedoch  bestimmte 
Tangenten  hat.  Wendungen  der  Randkurve  sowie  Spitzen  sind  durch 
die  Forderung,  dass  die  Tangente  niemals  in  das  Innere'  der  Fläche 
eintreten  soll,  ausgeschlossen. 

Die  Randwerte  U  sollen  bis  auf  weiteres  stetig  sein.  Führt  man 
also  etwa  eine  Längenbestimmung  auf  der  Randkurve  ein,  so  soll  U 
eine  stetige  Funktion  der  Länge  s  sein,  wobei  diese  Länge  von  irgend 
einem  festen  Randpunkt  an  gerechnet  wird.  Bei  einem  vollständigen 
Umlauf  auf  dem  Rande  kehrt  dabei  ü  in  seinen  Anfangswert  zurück. 
Die  harmonische  Funktion  u,  welche  für  das  Innere  der  Fläche  F  ge- 
sucht wird,  soll  so  beschaffen  sein,  dass  sie  überall  stetig  in  die 
Randwerte  U  übergeht,  in  dem  Sinne,  wie  es  im  §  20  definiert  wurde. 
Wir  bilden  nun  zunächst  die  Funktion  (§§  10  und  14) 

u^^JL  f'ü^l  (1)  da^^  fu  {da)^. 
^      TcJ       dn    \r/  %J 
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Dieselbe  stellt  eine  harmonisclie  Funktion  für  das  Innere  der 
Fläche  F  dar,  welche  beim  Übergang  in  den  Rand  stetig  übergeht 
in  den  Wert 

falls  der  Punkt  s  ein  regulärer  Randpunkt  ist,  und  in  den  Wert 

falls  der  Punkt  s  ein  Eckpunkt  ist  mit  der  Winkelöfßaung  a  auf  der 
innern  Seite  des  Randes.  Die  Funktion  P,.  oder  deutlicher  P(s)ist  eine 
stetige  Funktion  von  s;  sie  soll  die  zugeordnete  Funktion  zu  ü 
heissen.  Betrachtet  man  nämlich  zunächst  eine  Stelle,  in  deren  Um- 
gebung der  Rand  regulär  ist,  so  kann  man  dieselbe  in  ein  beliebig 
kleines  Stück  a^  des  Randes  einschliessen.  Man  zerlege  nun  das  Inte- 
gral in  zwei  Teile 

P  (.')  =  ]^fu  {da},  =  ^J'u  (döj,  +  ^Jü  (cla,),, 

von  denen  sich  der  eine  auf  den  beliebig  kleinen  Bogen  öj,  der  andere 
auf  den  übrigen  Teil  ög  des  Randes  bezieht.     Ebenso  ist 


P(s  +  h)^^J^Uidö,%+,  +  ^ß 


ü  {d(j.^s+h' 


Wenn   nun   der  Wert  von  h  beliebig   klein  wird,   so    dass    der  Punkt 

s  +  h  ebenfalls   in   dem  Bogenstück  6^    sich   befindet,   so   soll   gezeigt 

werden,  dass    der  Betrag  der  Differenz  F  (s+h)  —  P(s)  beliebig  klein 

wird  mit  h. 

Charakteristisch   für   die   behandelte  Fläche  ist,   dass    die  Grösse 

cos  i T yh) 
{(la)jc  = —    d6  für  keinen  Punkt  x  im  Innern  der  Fläche  und  auch 

für  keinen  Punkt  s  am  Rande  der  Fläche  negativ  wird,  sondern  stets 
positiv  ist,  allenfalls  null  wird;  letzteres  tritt  nur  ein  bei  Randpunkten, 
die  auf  geraden  Strecken  liegen.     Es  ist  demnach 

i  I^U{da,)s+u  =  ^  L\+nf(da,\+,  ±{<d~J  {dö,l+,), 

wenn  man  mit  d  die  grösste  Schwankung  der  Funktion  ü  innerhalb 
des  Bogens  a^  bezeichnet.  Sonach  wird  der  Betrag  der  Differenz 
zwischen  den  Integralen  links  gleich  dem  Betrage  von 
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^  ü\j\d<5,\  -J  \da,Un  ]  -  ~-  {U.  +  n  -  U:)j  \d0,l 


+  h 


bis  auf  Grössen,  die  durcli  Wahl  von  6^  von  vornherein  beliebig  klein 
gemacht  vrerden  können.  Da  auch  die  Differenz  U.,^},  —  Us  durch 
Verkleinerung  von  h  beliebig  klein  wird,  so  ist  nur  noch  die  Differenz 
I  (d6i)s  —  f{d6j)s-^h  zu  betrachten.  Jedes  dieser  Integrale  stellt  einen 
Winkel  dar,  oder  genauer  gesagt,  die  Summe  zweier  Winkel.  Kon- 
struiert man  im  Punkte  s  die  Tangente,  und  die  von  s  an  die  End- 
punkte des  Bogens  a^  ausgehenden  Sekanten,  so  ist  [(da^),,  gleich 
der  Summe  der  beiden  Winkel,  welche  von  den  Sekanten  und  der 
Tangente  gebildet  werden.  Ebenso  istj\d6j),^f^  gleich  der  Summe  der 
beiden  Winkel,  welche  von  der  Tangente  im  Punkte  s  -\-  h  und  den 
beiden  an  die  Endpunkte  des  Bogens  (?i  von  s  -j-  h  ausgehenden  Se- 
kanten eingeschlossen  werden. 

Da  die  Tangente  sich  stetig  ändert,  so  gehen  diese  Winkel  stetig 
in  die  vorigen  über,  wenn  h  nach    null  konvergiert,  d.  h.  der  Wert 


^  Us  {    f(da,\-r(da,)s+, } 


wird  mit  h  dem  Betrage  nach  beliebig  klein.    Dasselbe  gilt  aber  auch 
für  die  Differenz 


^fu(da,)s+,  -  ^fü{d6X 


da  längs   des  Bogens  o^   ^^^  Wert  — — ^ — -  eine  überall  endliche  und 
stetige  Funktion  der  Werte  s  ist. 

Ist  aber  der  Punkt  s  ein  Eckpunkt  der  Kurve  mit  der  Winkel- 
öffnung «,  so  ist,  wenn  wir  wiederum  den  beliebig  kleinen  Bogen  <> 
konstruieren,  der  den  Punkt  s  einschliesst,  die  Differenz'  der  Werte 
P  (s)  und  P  (s  +  /i)  bis  auf  Grössen,  die  beliebig  klein  gemacht  werden 
können,  gleich  der  Differenz 


^U,[f{da,),-f(d0,\+u]. 


Bezeichnet  man  mit  s  und  e'  die  Winkel,  welche  die  vom  Punkte  s 
ausgehenden  Sekanten  mit  je  einer  Tangente  im  Punkte  s  bilden  (und 
zwar  jedesmal  mit  derjenigen,  mit  welcher  die  Sekante  zusammenrückt, 
wenn  6^  null  wird),  so  konvergiert 

wenn   der  Punkt  s  +  h  in  den  Punkt  s  rückt,   wobei  h  innerhalb  des 
Winkels  a   liegen  möge,   nicht  nach  dem  Werte  s  -f  £',   sondern  nach 
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dem  Werte    s  +  {a'  -{-  7t  —  a).     Die  Funktion  P,    ist   also   in  der  Um- 
gebung einer  Ecke  derart  unstetig,  dass 

lim  P  {s±h)  =  P(s)  +  ( 1  -  -)  L\. 

Dies  aber  ist  eine  hebbare  Unstetigkeit.     Erteilt  man  der  Funk- 
tion P  an  jedem  Eckpunkte  s  mit  der   Winkelöffnung  a  den  Wert 

iyV(rf.),+  (l  -  l)  £/,=  lim  ly  V(rf.).±., 

so  ist  diese  Funktion  längs  des  ganzen  Randes  überall  stetig.     Diese 
Funktion  werde  fortan  kurz  mit  P  bezeichnet. 


§30. 

Die  Funktion  P  besitzt  für  die  Art  von  Flächen,  welche  wir 
hier  betrachten,  noch  eine  andere  wesentliche  Eigenschaft.  Da  in 
der  Integralformel 


iyV(rf4 


das  Element  {d(5)s  nicht  negativ  wird,  so  ist,  wenn  wir  die  obere 
algebraische  Grenze  der  Werte  von  U  mit  G,  die  untere  mit  K  be- 
zeichnen: 

^G  C{d(3\>F>^K  C{d(5\,    also    G>P>K, 

d.  h.  die  algebraisch  grössten  und  kleinsten  Werte  von  P  liegen  inner- 
halb der  algebraisch  grössten  und  kleinsten  Werte  von  ü.  Für  diese 
Abnahme  der  Schwankungen  von  P  im  Verhältnis  zu  den  Schwankungen 
von  U  lässt  sich  aber,  wie  Herr  Neumann  gezeigt  hat,  noch  ein 
genaueres  Mass  angeben,  das  lediglich  von  der  Gestalt  der  begrenzenden 
Kurve  abhängt. 

Bezeichnet  M  den  mittleren  Wert  der  Funktion  C/,  also  den  Wert 

ri     I     TT- 

M  = ^ — 7    SO    kann    man    auf   der   Randkurve  0    alle  Teile    längs 

welcher  ü  gleich  oder  grösser  ist  als  ilf,  von  allen  Teilen,  längs 
welcher  JJ  kleiner  ist  als  ilf,  unterscheiden.  Die  Elemente  der  ersteren 
mögen  mit  dem  gemeinsamen  Symbol  r/«,  die  der  anderen  mit  dem 
Symbol  d^  bezeichnet  werden.  Für  irgend  einen  Punkt  s  (der  nicht 
gerade  Eckpunkt  ist),  ist  dann 

P=  ^  fü{da\-\-  ^  I  U{dß)s, 
und  daraus  folgt: 
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P  <  -^-  G I {da\  +~M I  (dß),    oder    P  <  M  +  -^  (G  -  31)  ßd «),, 

-^  ^  ^"^^ /^'^"^^'  "^  "^^^  A'^'^)'    '^^^''    P  >  M  +  -^-  (Z-  3f )  /(^?^).. 
Da  nun  G  -M=  ~~^y—  und  M-K=  — ^ — ,  so  ist 


P>M- 


Wir  betrachten  nun  die  Werte  P(,j  und  l\,^)j  welche  F  an  irgend 
zwei  Randstellen  5^  und  s^  erhält,  und  suchen  für  den  Betrag  der 
Differenz  P^^,)  —  P(,,^)  eine  obere  Grenze  zu  fixieren.  Die  Stellen  s^ 
und  ^2  sollen  nicht  Eckpunkte  sein.  Denn  wenn  sich  zeigen  lässt, 
dass  der  Betrag  der  Differenz  P(,.^)  —  P(,^)  um  einen  angebbaren  Wert 
kleiner  bleibt  als  eine  bestimmte  Grösse,  wie  nah  auch  6\  und  s^  an 
Eckpunkte  rücken,  so  gilt  diese  Grenze  auch  mit  Berücksichtigung 
der  Eckpunkte.     Es  ist  nun 


Pc„,  <  M+  ^^-  ~J\äa\,    Pi.,>M-  ^^  ^ß 


im 


also  ist 

Ji„  - 1\.  <  ^-—  ( ^y  V«x  +  '^fm.]. 

Der  Wert  von 

-]^ßda),  +  -l-ßdß).  =  2  -  {\ß{dß\  +    l  ßda),.) 

ist  aber  für  unsere  Flächen  stets  um  eine  bestimmte  endliche  Grösse 
kleiner  als  2.  Denn  jedes  der  Integrale  auf  der  rechten  Seite  enthält 
nur  positive  Elemente;  wir  müssen  also  zeigen,  dass  sie  nicht  beide 
zugleich  den  Wert  null  haben  können. 

Wenn  das  Integral  f{dß\  null  sein  soll,  so  ist  das  nur  möglich, 
wenn  eine  gerade  Strecke  l  innerhalb  der  Begrenzung  vorhanden  ist, 
wenn  s^  auf  dieser  Strecke  Hegt,  und  wenn  alle  Elemente  dß  eben- 
falls dieser  Strecke  angehören.  In  diesem  Falle  ist  aber  J(da\ 
sicherlich  grösser  als  null.  Denn  entweder  gehört  der  Punkt  a^  eben- 
falls der  Strecke  l  an,  alsdann  hat  dieses  Integral  den  Wert  %,  oder 
der  Punkt  5^  liegt  ausserhalb  der  Strecke  ?;  alsdann  ist  dieses  Integral 
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gleich  7t  —  f{dß\,  wobei  die  Elemente  dß  entweder  vollständig  die 
Strecke  /  überdecken  oder  Teile  auf  derselben.  Dieser  Wert  kann 
nicht  null  sein,  weil  eine  gerade  Strecke,  von  einem  Punkte,  der 
eine  endliche  Entfernung  von  ihr  hat,  nicht  unter  dem  Winkel  7t  er- 
scheinen kann.  Auch  wenn  der  Punkt  s^  in  einen  Endpunkt  der  Ge- 
raden rückt,  bleibt  der  Wert  von  J{dß\  kleiner  als  %,  denn  er  geht 
in  den  Winkel  über,  welchen  die  Richtung,  mit  der  der  Punkt  in 
den  Endpunkt  konvergiert,  und  die  Gerade  miteinander  einschliessen. 
Auch  dieser  Winkel  kann  nicht  gleich  it  werden,  weil  Spitzen  auf 
dem  Rande  ausgeschlossen  sind. 

Sonach  ist  die  grösstmögliche  Differenz,  welche  l\s>)  —  }\s^)  er- 
halten kann,  ein  Wert,  dem  wir  die  Form  geben  können 

wobei 

ein  echter  Bruch  ist,  der  nicht  den  Wert  1  annehmen  kann. 

Für  die  weiteren  Betrachtungen  ist  es  aber  notwendig  zu  er- 
kennen, dass  sich  für  den  Wert  von  l  wirklich  eine  obere  Grenze 
kleiner  als  1  fixieren  lässt,  die  niemals  überschritten  wird,  wie  auch 
immer  die  stetige  Funktion  TJ  beschaffen  sein  mag,  d.  h.  wie  auch 
immer    die  Elemente  da   und  dß  auf  der  Kurve  verteilt  sein  mögen. 

Da  es  hierbei  nur  darauf  ankommt,  überhaupt  eine  derartige 
Grenze  zu  fixieren,  so  kann  man  in  sehr  einfacher  Weise  vorgehen. 
Aus  der  Randkurve  schneide  man  ein  beliebiges  Stück  (geradlinig 
oder  krummlinig)  heraus;  dasselbe  habe  die  Länge  ö';  seine  Elemente 
seien  d(i\  Es  seien  zunächst  s^  und  Sg  Punkte,  von  denen  keiner  auf 
(>'  liegt,  von  denen  vielmehr  ein  jeder  auch  von  den  Endpunkten  von 
ö'  noch  um  eine  angebbare  Länge  entfernt  ist.  Bezeichnet  man  mit  da! 
und  dß^  die  Elemente  von  a  und  ß,  welche  in  ö'  sich  befinden,  so  ist 

Wird  nun  durch  einen  Punkt  s  und  ein  Element  des  Randes  da 
ein  Kreis  gelegt,  so  ist  der  Durchmesser  D  dieses  Kreises  bestimmt 
durch  die  Gleichung  D  cos  (rn)  =  r,  wenn  wie  früher  r  die  Entfernung 
von  s  bis  da  und  (rn)  den  Winkel  zwischen  dieser  Richtung  und 
der  Normalen  des  Elementes  da  bezeichnet.     Also  ist 

/IN        da 
{da\=^- 
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Wenn  nun  die  Punkte  s^  (und  s.^)  von  den  Elementen  (do')  eine 
endliclie  Entfernung  haben,  und  auch  nicht  in  den  Richtungen  der- 
selben liegen,  so  kann  der  Durchmesser  D  nicht  unendlich  gross 
werden,  es  giebt  vielmehr  eine  obere  Grenze  zJ\  die  von  demselben 
nicht  überschritten  wird.     Also  ist 

/ T  s   ^  da 
(da),  >  -p 

und  folglich  wird 

Damit  ist  eine  positive  obere  Grenze  gefunden  für  alle  Punktepaare  s^ 
und  §2,  die  nicht  gerade  in  ö'  und  dessen  unmittelbarer  Umgebung 
liegen;  für  dieselben  ist 

Soll  einer  der  Punkte  s  in  (?'  liegen,  so  bestimme  man  einen 
beliebigen  Abschnitt  ö"  auf  dem  Rande,  und  es  ergiebt  sich  für  alle 
Punktepaare  mit  Ausnahme  solcher,  von  denen  ein  Punkt  in  ö',  der 
andere  in  ö"  (oder  deren  unmittelbarer  Nähe)  sich  befindet,  eine 
obere  Grenze 


und  für  Punkte  5,  von  denen  der  eine  in  g\  der  andere  in  a"  sich 
befindet,  fixiere  man  einen  beliebigen  Bogen  a'",  so  dass 

wird.  Der  grösste  Wert  unter  diesen  drei  liefert  eine  obere  Grenze 
kleiner  als  1,  die  niemals  von  dem  Wert  X  überschritten  wird,  von 
welcher  Art  auch  die  stetige  Funktion   U  sein  mag. 

Dieses  Verfahren  ist  ohne  weiteres  anwendbar,  wenn  der  Rand 
der  Kurve  ein  noch  so  kleines  krummliniges  Bogenstück  enthält;  bei 
einem  geradlinigen  Polygone  dagegen  muss  eine  Strecke  ö'  mit  ihrer 
Umgebung  stets  so  gewählt  werden,  dass  sie  ausser  der  einen  Polygon- 
seite noch  die  Anfänge  der  beiden  anstossenden  Seiten  enthält;  als 
Strecke  ö'  selbst  dient  dann  ein  innerer  Teil  der  vollständigen  Seite. 
Denn  nur  für  diejenigen  Randpunkte,  die  ausserhalb  dieses  Gebietes 
fallen,  wird  der  Durchmesser  des  Kreises  nicht  unendlich  gross.  Man 
kann  nun  leicht  an  der  geometrischen  Figur  erkennen,  dass  der  oben 
angegebene  Prozess  bei  einem  Polygon  mit  sechs  oder  mehr  Seiten 
ohne  Schwierigkeit   ausführbar  ist,   denn  die  Seite  1   mit  anliegenden 
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Stücken  der  Seiten  2  und  6,  die  Seite  3  mit  anliegenden  Stücken 
von  4  und  2^  die  Seite  5  mit  anliegenden  Stücken  von  6  und  4  bilden 
bereits  am  Secbseck  drei  auseinanderliegende  Gebiete  ö\  o",  o'"  nebst 
ihren  Umgebungen. 

Aber  auch  beim  Fünfeck  lässt  sieb  der  Prozess  mit  einer  kleinen 
Modifikation  ausführen*;  o'  nebst  seiner  Umgebung  sei  die  Seite  1 
mit  zwei  angrenzenden  Stücken  von  2  und  5;  o"  mit  seiner  Umgebung 
sei  die  Seite  3  mit  angrenzenden  Stücken  von  4  und  2.  Liegt  aber 
nun  der  eine  Punkt  s^  in  o'^  der  andere  in  o"^  so  teile  man  das  Ge- 
biet ö"  in  zwei  Teile,  I  und  II,  indem  man  die  Seite  3  halbiert;  der 
erste  Teil  enthält  kein  Stück  der  Seite  4,  der  andere  kein  Stück  der 
Seite  2.  Die  Punkte  innerhalb  o'  und  I  können  nun  auf  ein  Gebiet 
ö'"  bezogen  werden,  welches  von  der  Seite  4  und  angrenzenden  Stücken 
von  3  und  5  gebildet  wird;  die  Punkte  innerhalb  o'  und  II  dagegen 
müssen  auf  zwei  verschiedene  Stücke  a^^^  und  (5^^)  bezogen  werden. 
Teilt  man  nämlich  das  Gebiet  o'  in  zwei  Teile,  I'  und  II',  indem 
man  die  Seite  1  halbiert,  so  dass  I'  kein  Stück  von  5,  II'  kein  Stück 
von  2  enthält,  so  lassen  sich  die  Punkte,  welche  in  I'  und  II  fallen, 
auf  ein  Gebiet  6^^^  beziehen,  das  von  der  Seite  5  mit  angrenzenden 
Teilen  von  1  und  4  gebildet  wird,  die  Punkte,  welche  in  II'  und  II 
fallen,  auf  ein  Gebiet  ö^-^^,  welches  von  der  Seite  2  mit  angrenzenden 
Teilen  von  1  und  3  gebildet  wird.  Unter  den  fünf  verschiedenen 
Werten,  welche  sich  für  A  bei  diesem  Prozess  ergeben,  die  alle  kleiner 
sind  wie  1,  liefert  der  grösste  eine  obere  Grenze. 

Für  das  Dreieck  und  Viereck  dagegen  ist  diese  Überlegung  nicht 
mehr  ausreichend,  und  es  bleibt  daher  fraglich,  ob  die  im  folgenden 
durchgeführte  Methode  für  diese  Flächen  anwendbar  ist. 

Für  alle  Flächen  ohne  einspringende  Tangenten,  mit  Ausnahme 
der  letztgenannten,  ist  also  der  Satz  bewiesen:  Bezeichne-t  D  die 
Schwankung  einer  Funktion  U  auf  dem  Rande,  also  die 
Grösse  G—K=^Dj  so  ist  für  die  zugeordnete  Funktion 


=  ^Ju{da). 


die  Schwankung  nur  noch  ein  Bruchteil  von  7),  d.  h.  kleiner 
als  der  Wert  7)A,  wobei  l  ein  echter  Bruch  ist,  der  von  der 
Beschaffenheit  der  Funktion  V  vollkommen  unabhängig  ist. 


*  Vergl.  die  inzwischen  erschienene  neueste  Publikation  von  Herrn  C.  Neu- 
mann: „Über  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels.  Erste  Abhandlung".  Im 
Xni.  Bande  der  Abhandl.  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  der  W.  1887. 
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§31. 

Wir    haben    eine    harmonische    Funktion    tc^^    konstruiert,    deren 

Randwerte  U -\- P  sind,    vermittels   des    Integrales   ^f^ -= —  1  TJ  {da\. 

Da   die   Werte  P  bekannt    sind,    so    können   wir   mit   dieser   stetigen 
Funktion  P  in  derselben  Weise  verfahren.     Es  ist 


ypidoi 


eine   harmonische   Funktion   mit    den   Randwerten  P  -\-  P^y   wobei  Pj 
definiert  ist  durch  das  Integral 


kP 


P{dö\ 


und  bis  auf  hebbare  Unstetigkeiten  eine  stetige  Funktion  von  h  ist. 
Die  grössten  und  kleinsten  Werte  dieser  Funktion  liegen  innerhalb 
der  grössten  und  kleinsten  Werte  von  P  und  ihre  Differenz  ist  nicht 
grösser  als  A^D. 

Wird  dieser  Prozess   fortgesetzt,   also    die  Reihe   der  Funktionen 
eingeführt: 


p,=  ^Jp{d0\,  p,  =  ^Jp,{d0\,...p„=  ^J'p„_^{d0).„... 

so  stellt  die  Summe 

u==^^Cu{do),-^^rp{d6%+^-rp,{da).-+.^ 

eine  harmonische  Funktion  dar  mit  den  Randwerten: 

ü  +  {-iy-'Pn+i. 

Der  Betrag  der  Funktion  P„  +  i  ist  immer  kleiner  als  der  grösste 
Betrag  von  U  und  ihre  Schwankungen  sind  nicht  grösser  als  DA^*+^. 

Da  A  ein  echter  Bruch  ist,  so  konvergiert  dieser  Wert  nach  null; 
d.  h.  die  Werte  der  Funktion  P„  konvergieren  mit  wachsenden  Werten 
von  n  nach  einer  bestimmten  Konstante  C.  Demnach  wird  die  ge- 
suchte harmonische  Funktion,  welche  die  Randwerte  U  besitzen  soll, 
darstellbar  sein  durch  die  unendlichen  Reihen: 

«=  -  C+  ■^/'^('^<^>-  ^fiP-PiW'^)^-  -lrf(P2-Pz)id0).-... 

oder 

u=C+^ßu-P){da%+l-ßp-P,){d0).+  ^J^iP,-P,)(d0%+... 
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Die  Konvergenz  dieser  Reihe  ergiebt  sich  aus  dem  allgemeinen 
Satz  im  §  20.  Mögen  wir  die  Reihe  in  der  einen  oder  der  anderen 
Form  betrachten^  sie  ist  eine  Summe  von  harmonischen  Funktionen, 
für  welche  die  Summe  der  Randwerte  gleichmässig  und  zwar  nach 
dem  Werte  ü  konvergiert.  Denn  bildet  man  den  Rest  der  Reihe  von 
einer  Stelle  ab,  etwa  die  Summe 

/   {P2n  —  P2n-\-l)(ß^)x—  ••• /   (^2ra  +  2TO  —  J^2w-f2m  +  i)  (^^).r ; 

SO  ist  die  Summe  der  Randwerte  dieser  Funktionen  gleich 

—   -^2«+  -P2«  +  2rAi  +  2 

und  diese  Grösse  ist  für  alle  Punkte  des  Randes  durch  Wahl  von  n  und 
unabhängig  von  m  ihrem  Betrage  nach  beliebig  klein,  weil  die  Diffe- 
renz kleiner  ist  als  DA^"+i,  denn  die  Funktion  F2n-\-2m-\-2  liegt  inner- 
halb der  Werte  von  F^n  und  die  Schwankungen  dieser  Werte  sind 
nicht  grösser  als  DP""-^^.  Aus  dieser  Eigenschaft  der  gleichmässigen 
Konvergenz  der  Reihe 

17  =  _  (7+ (t/+ P)  -  (P- P,)  -  (P,  -  PJ  -  ... 

ist,  wie  im  §  20  weiter  gezeigt  wurde,  auch  bewiesen,  dass  die  Funktion 
u  stetig  in  die  Randwerte  U  übergeht. 


§  32. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen   gelten    auch  für   das    äussere 
Gebiet  der  nämlichen  Kurve.     Wird  auch  hier  die  Funktion 

d     (\\            cos  (riVO 
gebildet,  wobei  nun  {d())x=  „-^?  (-jdo  = ^ — "^do  ist,  d.  h.  N  die 

Richtung  der  Normalen  ist,  welche  in  das  äussere  Gebiet  führt, 
so  wird 

und  dieser  Wert  von  P  unterscheidet  sich  von  dem  früheren  nur  da- 
durch, dass  er  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat.  Mithin  lassen  sich 
alle  Formeln  und  Beweise  der  vorigen  Paragraphen  ohne  weiteres 
auch  hier  anwenden,  und  es  ist 
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Die  Grössen  F^P^^F^^...  und  folglich  auch  O  —  limP^,,  haben 
hier  die  entgegengesetzten  Werte  wie  vorhin.  Die  Funktion,  welche 
wir  konstruiert  haben,  ist  diejenige,  welche  am  Rande  die  Werte  U 
und  im  Unendlichen  den  Wert  --  C  besitzt.     Demnach   ist  (§  27)  der 

Wert  von  G  gleich  ,-r—  /  TJ-^^dö,  wenn  mit  y  das  Potential  der  natür- 

^7C  /  ÖIS 

liehen  Belegung  bezeichnet  wird. 

Für  die  in  Rede  stehenden  Flächen  ist  die  Existenz  des  Potentials 
der  natürlichen  Belegung,  sowie  die  Existenz  der  Greenschen  Funktion 
für  jeden  inneren,  sowie  für  jeden  äusseren  Punkt  durch  diese  Betrach- 
tungen erwiesen. 

§33. 

Wir  wollen  nun  den  allgemeineren  Fall  behandeln,  dass  bei  gleicher 
Beschaffenheit  der  Randkurve  die  Randwerte  ü  nicht  mehr  stetig 
sind,  sondern,  was  für  spätere  Anwendungen  vorzugsweise  von  Be- 
deutung ist,  an  einzelnen  Stellen  sprungweise  Unstetigkeiten  erleiden. 
Bei  Annäherung  an  solch  eine  Stelle  s  des  Randes  von  der  einen 
oder  der  anderen  Seite  auf  der  Kurve  soll  also 

lim  U{s  -f  h)  sowohl  wie  lim  U{s  —  h) 

fi      0  h      Q 

je  ein  bestimmter  Grenzwert  sein;  aber  die  beiden  Werte  sind  von- 
einander verschieden.  Zunächst  ist  zu  prüfen,  nach  welchen  Werten 
die  harmonische  Funktion 


^fu{do\ 


konvergiert,  wenn  it  in  einen  Randpunkt  s  von  dieser  Bpschaifenheit 
rückt.  Der  betreffende  Punkt  s  sei  zuerst  kein  Eckpunkt.  Umgiebt 
man  ihn  mit  einem  beliebig  kleinen  Bogen  (Jj  des  Randes,  und  nennt 
man  den  übrigen  Teil  des  Randes  (Tg,  so  ist 

Das    zweite    Integral    konvergiert    für    x  =  s   nach    dem    Werte 


^fu(d0,),. 


Im  ersten  Integral  unterscheide  man  die  beiden  Teile  a\  und  (>"i, 
welche  zu  verschiedenen  Seiten  von  s  liegen.     Es  ist 


^  fu  {da,%  =-~fu  (da',%  +  ~  l'u  {da". 
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Wird  der  Grenzwert  von  ü  in  den  Punkten  des  Bogens  a\  mit 
U'j  in  den  Punkten  des  Bogens  ö"^  mit  U"  bezeichnet,  so  ist  diese 
Summe  gleich. 

U'1^ßd6\%  +  ü" lßd0'\% ±  (<  ö-  ^  f(do\)')  ±  (<  * ^  f{ä0'\h)- 

Konvergiert  x  nach  s,  so  geht  f(da\)^  in  den  Winkel  über, 
welchen  die  Richtung,  mit  der  x  in  den  Punkt  s  einrückt,  mit  der 
Sekante  bildet,  die  von  s  an  den  anderen  Endpunkt  des  Bogens  6\ 
gezogen  ist;  desgleichen  wird  J{d6^\)^  der  Winkel,  den  dieselbe 
Richtung  mit  der  Sekante  bildet,  die  nach  dem  Endpunkt  von  a^\ 
führt.  Da  diese  Sekanten  nach  der  Tangente  im  Punkte  s  konver- 
gieren, wenn  6\  und  6^\  null  werden,  so  wird,  wenn  wir  mit  ß  den 
Winkel  bezeichnen,  welchen  die  Richtung  {xs)  mit  der  Tangente 
einschliesst: 

lim  u,=  U,=  -^U^-\-  ^^  £/"  +  —  fu{d6\. 
%  %  11  f       ^     ^ 

Der  Grenzwert  der  Funktion  ii^  im  Randpunkt  .s  ist  also  viel- 
deutig; er  hängt  von  der  Richtung  ab,  auf  der  x  in  den  Punkt  s  rückt. 

Ist  aber  der  Punkt  s  zugleich  ein  Eckpunkt  mit  der  Winkel- 
öffnung «,  so  sind  die  beiden  Winkel  nicht  supplementär;  ist  der 
Winkel,  welchen  die  Richtung  mit  der  einen  Tangente  bildet  ß,  so 
wird  der  Winkel  mit  den  anderen  Tangenten  (27t  —  ß  —  a),  also  ist 

lim  u,^U,=  ^U'+  '"-/-"  U"  +  ^fu{dol, 

oder  wenn  ß  =  %  —  y^  und  a -=  y  -{■  d  gesetzt  wird 

Die  Funktion  P  =  —  /   Ü(d6\    ist    aber,    wenn    wir    wiederum 

hebbare  ünstetigkeiten  beseitigen,  eine  stetige  Funktion  von  5,  ausser 
wenn  die  ünstetigkeitspunkte  zugleich  Eckpunkte  sind. 

Denn  betrachtet  man  die  Umgebung  einer  Stelle  .s,  an  der  ü  eine 
sprungweise  Wertänderung  von  C/'  zu  ü'^  erleidet,  so  wird  nach  dem 
Verfahren  des  §  29  die  Differenz  P  (.s  + /i)  —  P  (s)  nur  wesentlich 
abhängig  von  der  Grösse 

^J'u{d0,),+,  -  ^ßu{daX 

da  die  übrigen  Teile   der  Differenz   mit  h  beliebig   klein  werden.     Es 
ist  aber 

Harnack,  Die  Grundlagen  etc-  7 
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~  fu{d0,),  =  ~  CT  Cida',). 
+  V  V"ßdo\\±  (<  S^ßda\)^  ±  (<  d   ^^- ßdo'\)), 
^  fu{da,),+,  ^^U'  ßdo\),+,.  +  ^  17"  f{d^\),+, 

±  (<  -J  'l-fido\U,)  ±  (<  S  ^ßda'\U,), 

also  wird  bis  auf  Grössen,  die  von  vornherein  durch  Wahl  von  g\ 
und  6'\  beliebig  klein  sind,  die  obige  Differenz  gleich 

~  U'\^j7do\U„-ßdo\).'^+^  ü"i^ßd<,'\U,-J^{dö'\),^, 

und  diese  Grösse  konvergiert  wie  früher  mit  Ji  nach  null. 

Ist  aber  der  Punkt  s  zugleich  ein  Eckpunkt  der  Kurve,  und  liegt 
der  Punkt  s  -\-  h  auf  derjenigen  Seite  von  5,  wo  U  den  Grenzwert  U' 
hat,  so  wird  in  dieser  letzten  Formel 

lim    /  {d6^\)s+h^  7t  —  a-]-  I  (dö'W] 
also  wird 

lim(P„+,„-P,,))=(l-~-)t7", 

A      0  \  7t   / 

wenn   der  Punkt  s  -{-  h  von    der  Seite  a\  einrückt,    und    ebenso   wird 
lim(P<.+,„-A„)  =  (l-^)c/', 

//      0  \  7t   / 

wenn  der  Punkt  s  +  h  von  der  Seite  6'\  einrückt.  Diese  Unstetigkeit 
ist  nicht  mehr  hebbar;  vielmehr  unterscheiden  sich  die  beiden  Grenz- 
werte von  P,  je  nachdem  man  von  der  einen  oder  der  anderen  Seite 
zum  Punkte  s  geht,  um  den  Wert 

Da  die  Grösse  ( 1 ]  ein  echter  Bruch  ist  bei  diesen  Flächen  ohne 

einspringende  Ecken  (positiv  für  die  Innenfläche,  negativ  für  die 
Aussenfläche),  so  erkennt  man,  dass  auch  die  Unstetigkeitssprünge 
der  Funktionen  P,  P^,  Pg,  ...  in  geometrischer  Progression  abnehmen. 
Es  bleibt  demnach  auch  jetzt  noch  der  Satz  bestehen,  dass  die  Reihe 
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dieser  Funktionen  nach  einer  Konstante  konvergieren  muss.  Übrigens 
wurde  auch  bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  die  Stetigkeit  der  Funktion 
U  nicht  benutzt. 

Die  Beschaffenheit  der  Funktion  P(.,)  zu  beiden  Seiten  einer  Ecke, 
an  der  ü  unstetig  ist,  führt  aber  noch  zu  einem  andern  Satze.  Wir 
hatten  gesehen,  dass  die  harmonische  Funktion 

bei  Annäherung  in  die  Ecke  den  Wert  erhält 

limu,=.  (l  -  ^)  V  +(l  -  -)  U"  +  -  fu  (da),; 

^  7t  y  ^  7C  '  1t  J 

ZU  beiden  Seiten  der  Ecke  hat  dieselbe  Funktion  die  Randwerte 
F.=  f7'+(l-|-)c/"  +  P,,„    und     F,=  C7"+(l-^)i7'+P(,). 

Man  kann  nun  den  obigen  Wert  von  lim  u^  auch  durch  diese  beiden 
Werte  darstellen;  er  erhält  alsdann  die  Form 

und  dies  lässt  sich  als  ein  allgemeiner  Satz  so  aussprechen:  Ist  eine 
harmonische  Funktion  u,^  in  der  Form  —  /  ?7((^^)a;  dargestellt, 

wobei  J]  eine  im  allgemeinen  stetige  Fun^^tion  auf  dem 
Rande  ist,  die  nur  an  einzelnen  Stellen,  unter  denen  sich 
auch  Eckpunkte  des  Randes  befinden  können,  unstetig  wird? 
indem  sie  eine  plötzliche  aber  bestimmte  Wertänderung 
beim  Durchgang  durch  diese  Stellen  erleidet,  so  ist  der 
Grenzwert  von  ii^  bei  Annäherung  an  solch  eine  Stelle  mit 
der  Winkelöffnung  a  gleich  dem  Wert 


(l--^)F.  +  (l--JF„    y  +  d  =  «,     «<«, 

wobei  Fj  und  Y^  die  Grenzwerte  der  Funktion  u^  zu  beiden 
Seiten  der  Ecke  bedeuten,  und  y  der  innere  Winkel  ist,  wel- 
chen die  Richtung,  auf  welcher  x  in  den  Eckpunkt  rückt, 
mit  derjenigen  Tangente  bildet,  zu  welcher  der  Grenzwert 
Fl  gehört. 

Der    Grenzwert    von   u^    ist    also    auch    dem   Betrage  nach  nicht 
grösser  als  der  grösste  Betrag  von   F^  und   Fg. 
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§  34. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  nun  weiter:  Ist  die  Funktion  U 
so  beschaffen,  dass  sie  an  einzelnen  Stellen,  die  auch  Eckpunkte  des 
Randes  sein  können,  eine  sprungweise  Wertänderung  erleidet,  so  stellt 
jede  der  früher  gefundenen  Reihen,  z.  B. 


^  +  ^  /^  ('^"^^  -^ß^-  -'' )  (''•')'  -  i  ß^-' 


T>,){dö\ 


eine  harmonische  Funktion  dar,  welche  im  allgemeinen  stetig  nach 
dem  Randwert  CJ  konvergiert,  bei  Annäherung  an  die  Stellen  aber, 
an  denen  U  eine  sprungweise  Wertänderung  von  U^  zu  ü"  besitzt,  je 
nach  der  Richtung,  in  welcher  man  in  den  Randpunkt  übergeht,  den 
Wert 

lim  u  =  {l-  ^)  U'+[l-  -)  ü"  («  =  oder  <  tt) 

hat;  y  bezeichnet  den  inneren  Winkel  zwischen  dieser  Richtung  und 
derjenigen  Tangentenrichtung,  zu  welcher  der  Wert  ü'  gehört.  Dass 
in  der  That  die  obige  Reihe  für  alle  inneren  Punkte  konvergiert,  und 
eine  harmonische  Funktion  darstellt,  ergiebt  sich  auch  hier  aus  der 
Eigenschaft,  dass  sie  für  alle  inneren  Punkte  gleichmässig  konver- 
gent ist. 

Verfolgt  man  das  Verhalten  der  einzelnen  Integrale  der  obigen 
Reihe  beim  Übergang  in  einen  Unstetigkeitspunkt  einzeln,  so  gelangt 
man  zu  demselben  Ergebnis. 

Die  vorstehende  Formel  für  das  Verhalten  in  der  Umgebung  eines 
ünstetigkeitspunktes  von  U  gilt  auch,  wenn  a  >  7t  ist;  ein  Fall,  der 
bei  der  vorliegenden  Art  von  Flächen  dann  eintreten  kann,  wenn  die 
Potentialfunktion   für   das    Äussere    der    Kurve    gebildet   werden    soll. 

Die  Funktion  u  ist  zugleich  die  einzige  harmonische  Funktion, 
welche  zu  den  gegebenen  Randwerten  U  gehört.  Soll  nämlich  eine 
harmonische  Funktion  u  im  allgemeinen  stetig  in  die  Randwerte  U 
übergehen  und  bleibt  nur  in  der  Umgebung  einzelner  Randstellen,  an 
denen  ü  unstetig  ist,  das  Verhalten  der  Funktion  u  fraglich,  so  ist 
die  Funktion  u  eindeutig  bestimmt,  sobald  man  fordert,  dass  sie  in 
der  Umgebung  dieser  Stellen  endlich  bleibt.  Angenommen,  es  seien 
zwei  Funktionen  vorhanden,  so  wäre  ihre  Differenz  eine  harmonische 
Funktion,  die  im  allgemeinen  die  Randwerte  null  besitzt  und  nur  in 
der  Umgebung  einzelner  Randstellen  von  null  verschieden  aber  jeden- 
falls endlich  ist.  Solch  eine  Funktion  muss  aber  überall  den 
Wert  null  haben,  wie  sich  folgendermassen  beweisen  lässt. 
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Die  Randstellen,  in  deren  Umgebung  das  Verhalten  der  Funktion 
u  unbekannt  ist,  umschliesse  man  mit  Bogenstücken  des  Randes,  die 
beliebig  klein  gewählt  werden  können.  Da  die  Funktion  u  durchaus 
endlich  bleiben  soll,  so  lässt  sich  eine  obere  Grenze  K  angeben,  die 
von  den  Beträgen  der  Funktion  u  nicht  überschritten  wird.  Man  be- 
zeichne nun  mit  F  die  Randfunktion,  welche  in  den  Punkten  des 
Randes  im  allgemeinen  den  Wert  null  hat  und  nur  in  den  oben  be- 
zeichneten Bogenstücken  den  Wert  K  hat.    Bildet  man  nun  das  Integral 

so  stellt  dasselbe  eine  harmonische  Funktion  dar,  im  allgemeinen  mit  den 
Randwerten  V-}-Fy  wobei  F  =  —  1  V(d6\.    Die  Grösse  P  ist  durchaus 

positiv;  ihr  Wert  ist  K  -    j  (<'?«).,,  wenn  wir  mit  da  die  Elemente  aller 

derjenigen  Teile  des  Randes  bezeichnen,  auf  welchen  V  den  Wert  K  hat. 
Die  Differenz  v  —  u  wird  nun  bei  Annäherung  an  den  Rand  niemals 
negativ.  Denn  im  allgemeinen  konvergiert  diese  Differenz  nach  dem 
Wert  P,  weil  u  den  Grenzwert  null  hat.  Nähert  man  sich  aber  einer 
Stelle,  an  welcher  F  unstetig  ist,  so  konvergiert  diese  Differenz  nach 

dem   Werte  ( 1 )  K  -\-  V,   und    nähert   man   sich  einer  Stelle ,   an 

welcher  das  Verhalten  von  n  unbestimmt  ist,  so  wird  diese  Differenz 
doch  noch  grösser  als  P,  weil  die  Werte  von  u  immer  kleiner  bleiben 
als  -TT,  während  v  den  Grenzwert  K -\-  F  hat.     Ist  die  singulare  Stelle 

eine  Ecke,  so  wird  der  Grenzwert  von  v  gleich    (2 1  K-\-Fs  und 

die  Differenz  ist  also  immer  noch  grösser  als  P.  Mithin  ist  u  stets 
kleiner  als  v.  Dagegen  folgt  durch  die  nämliche  Betrachtung,  dass  n 
grösser  ist  als  —  v.     Der  Betrag  der  Funktion 

v  =  ^  fr  {d6\  =  Z  1  f[da% 

kann  aber  beliebig  klein  gemacht  werden  für  jeden  inneren  Punkt  ^, 
da  die  Bogenstücke,  deren  Elemente  da  sind,  beliebig  klein  werden. 
Mithin  muss  ti  für  jeden  inneren  Punkt  null  sein. 

Für  alle  im  Endlichen  geschlossenen  Flächen,  deren  Randkurve  die 
am  Anfang  dieses  Kapitels  geforderten  Eigenschaften  besitzen,  ist  also 
die  Theorie  der  Potentialfunktionen  hinsichtlich  ihrer  Eindeutigkeit  und 
ihrer  Konstruierbarkeit  bei  gegebenen  Randwerten  ?7,  selbst  bei  solchen, 
die  Unstetigkeitssprünge  besitzen,  in  befriedigender  Weise  erledigt. 
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Man  kann  die  Betrachtungen  auch  noch  ausdehnen  auf  den  Fall, 
dass  ü  überhaupt  nur  eine  endliche,  integrierbare  Funktion  bildet; 
doch  gehe  ich  auf  denselben  nicht  weiter  ein,  weil  er  nichts  wesent- 
lich Neues  bietet. 

§  35. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  führen  noch  zu  der  Erkenntnis  all- 
gemeiner Eigenschaften  der  Potentialfunktionen  im  Innern  von  Flächen, 
in  denen  sie  regulär  sind,  zunächst  freilich  nur  für  solche  Flächen, 
bei  denen  die  Konstruierbarkeit  der  Funktion  aus  gegebenen  Rand- 
werten festgestellt  ist,  bei  denen  also  die  Tangenten  der  Randkurve 
nicht  in  das  Innere  eintreten. 

1.  Bezeichnet  B  die  grösste  Schwankung  der  Werte  einer  Poten- 
tialfunktion längs  des  Randes,  d.  h.  den  unterschied  des  algebraisch 
grössten  und  des  algebraisch  kleinsten  Wertes,  welchen  sie  auf  dem 
Rande  besitzt,  so  ist  auf  jeder  Kurve  l,  welche  ganz  im  Innern  der 
Fläche  liegt,  die  grösste  Schwankung  D'  kleiner  als  IcD,  wobei  der 
Faktor  Je  eine  bestimmte  Grösse  kleiner  als  1  ist,  die  unabhängig 
ist  vom  Werte  D. 

Sind  auf  dem  Rande  der  Fläche  die  Werte  ü  gegeben,  deren 
grösster  (r,  deren  kleinster  K  heisse,  so  dass  G  —  K  =  D  ist,  so  zer- 
lege man  den  Rand  in  die  Stücke  a  und  ß.  Zu  a  sollen  alle  diejenigen 
Bestandteile    gehören,    auf    welchen    TJ   gleich    oder    grösser    ist    als 

M  =  -^{G-\-K)j  zu  ß  alle  diejenigen,  auf  welchen  TJ  kleiner  ist  als  M. 

Konstruiert  man  die  harmonische  Funktion  t\,  welche  auf  a  den 
Wert  G,  auf  /3  den  Wert  M  hat,  so  ist  der  Wert,  den  dieselbe  in 
einem  Punkt  der  inneren  Kurve  l  liefert,  sicherlich  nicht'  kleiner  als 
der  Wert,  welchen  u  daselbst  besitzt.  Desgleichen  wird  der  Wert 
von  t'2  nicht  grösser  als  der  Wert  u,  wenn  v^  diejenige  harmonische 
Funktion  ist,  welche  auf  a  den  Wert  M,  auf  ß  den  Wert  K  besitzt. 
Es  wird  also  genügen  zu  ermitteln,  wie  gross  der  Unterschied  zwischen 
dem  grössten  Wert  von  v^  und  dem  kleinsten  von  v^  auf  der  Kurve  / 
werden  kann. 

Man  kann  v^  und  v.^  aus  zwei  Funktionen  v^^^  und  v^^^  entstehen 
lassen.  Die  erste  habe  auf  a  den  Wert  1,  auf  /3  den  Wert  null;  die 
andere  auf  a  den  Wert  null,  auf  ß  den  Wert  1.  Es  ist  dann  v^^^  -f  z;^^> 
konstant  gleich  1  im  Innern  der  Fläche,  weil  diese  Summe  eine 
harmonische  Funktion  ist,  die  am  Rande  überall  den  Wert  1  hat; 
ferner  ist 
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1 

Bezeichnet  s  denjenigen  Punkt  auf  l,  in  welchem  v^  am  grössten  wird, 
und  t  denjenigen  Punkt,  in  welchem  v^  am  kleinsten  wird,  und  sind 
?/"^  und  v"^"^  die  Werte  von  v^'^"^  und  v^^^  in  diesen  Punkten,  so  wird 

st  ' 

Die   Grössen  v^^^  und  v!''^  sind  höchstens   gleich   1    und    können   nicht 

st  O 

beide  gleichzeitig  null  werden.  Denn  v^^'^  wird  nur  dann  null,  wenn 
a  null  ist,  und  v^^^  nur  dann,  wenn  ß  null  ist,  beides  kann  aber  nie- 
mals zugleich  eintreten.    Mithin  ist  1  —  -^  (i;f  ^  -f  v^l^)  ein  echter  Bruch, 

der  mit  h  bezeichnet  werden  soll  und  nur  abhängt  von  der  Lage  der 
Kurve  l  und  von  der  Verteilung  der  Bogenstücke  a  und  ß.  Der  Maxi- 
malwert  der   Differenz  v-^  —  v^   ist  sonach  hD^  und  folglich  ist   auch 

2.  Teilt  man  wiederum  den  Rand  in  irgendwelcher  Weise  in 
Bogenstücke  a  und  ß  ein  und  konstruiert  man  eine  harmonische  Funk- 
tion, welche  auf  den  Stücken  ß  den  Wert  null  hat,  auf  a  aber  irgend- 
welche Werte  ü  besitzt,  deren  grösster  Betrag  G  sein  möge,  so  ist 
auf  jeder  Kurve  ?,  die  ganz  im  Innern  der  Fläche  liegt,  der  Betrag 
der  harmonischen  Funktion  u  kleiner  als  IcGj  wobei  h  ein  echter 
Bruch  ist,  der  von  G  unabhängig  ist. 

Konstruiert  man  nämlich  die  Funktion  Vj  welche  auf  a  den  Wert 
G  und  auf  ß  den  Wert  null  hat,  so  ist  der  Betrag  von  v  sicherlich 
nicht  kleiner  als  der  von  u.     Es  ist  aber 

V  =  Gv^') 
und  v^^^  ein  Wert,  der  nach  der  obigen  Definition  in  den  Punkten  der 
Linie  l  kleiner  ist  als  1;  also  ist  auch 

[u]£]cG, 
Je  ist   unabhängig  von  G,*  aber   abhängig  von  der  Lage   der  Kurve  l 
und  den  Bogenstücken  a  und  ß. 

Diese  Sätze  und  ebenso  der  folgende  gelten  auch,  wenn  die  har- 
monische Funktion  beim  Übergang  in  den  Rand  nicht  mehr  allent- 
halben stetig  bleibt,  sobald  nur  G  einen  Betrag  bezeichnet,  der  von 
den  Werten  der  Funktion  bei  Annäherung  an  die  Randstücke  a  nie 
überschritten  wird. 
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3.  Der  vorstehende  Satz  bleibt  auch  dann  nocli  bestehen,  wenn 
die  Kurve  /  bis  an  den  Rand  tritt,  so  jedoch,  dass  ihre  Endpunkte 
nur  mit  Punkten  der  Bogenstücke  ß  zusammenfallen,  oder  mit  solchen 
Punkten,  in  denen  a  und  ß  zusammenstossen.  Im  letzteren  Fall  soll 
aber  die  Kurve  l  das  Bogenstück  a  nicht  tangieren. 

Es  gilt  nämlicb  auch  hier  die  Gleichung 

wobei  v^^^  ein  echter  Bruch  auf  l  ist.  Denn  wenn  die  Kurve  l  den 
Bogen  ß  in  einem  Punkt  trifft,  der  nicht  zugleich  Endpunkt  von  a  ist, 
so  bat  v<^^  in  solch  einem  Endpunkt  von  l  den  Wert  null,  und  die 
harmonische  Funktion  v^'^  besitzt  auf  l  einen  Maximalwert,  der  kleiner 
ist  als  1.  In  einem  Endpunkt  von  a  und  /3,  der  zugleich  eine  Ecke 
mit    der  Winkelöfihung  a    sein    kann,    ist    der  Wert    von   v^^^    gleich 

(l jy   wobei  y  den  Winkel  bezeichnet,   welchen  die  Tangente  im 

Endpunkte  von  /  mit  dem  Bogen  a  bildet.  Auch  dieser  Wert  ist 
kleiner  als  1 ,  so  dass  der  Maximalwert  von  v^^\  mag  er  nun  im  End- 
punkte oder  im  Innern  der  Kurve  /  liegen,  ein  echter  Bruch  ist. 

Die  vorstehenden  Sätze  gelten  auch  für  eine  Potentialfunktion, 
die  für  das  Äussere  einer  Kurve  definiert  ist,  falls  dieselbe  im  Un- 
endlichen verschwindet  oder  einen  endlichen  Wert  hat.  Denn  in 
diesem  Fall  liegen  die  extremen  Werte  der  Funktion  gleichfalls  nur 
auf  dem  Rande  der  Fläche  (§  13),  so  dass  die  früheren  Schlüsse  giltig 
bleiben.  Unter  den  oben  eingeführten  Funktionen  v^^^  und  v^'^^  sind 
hier  diejenigen  Potentialfunktionen  zu  verstehen,  die  am  Rande  a 
und  ß  die  vorgeschriebenen  Werte  1  oder  0  haben,  und  im  Un- 
endlichen endlich  bleiben. 


§36. 

Für  die  vorliegende  Art  von  Flächen  ist  auch  die  Aufgabe  lösbar, 
eine  harmonische  Funktion  ti  zu  konstruieren,  deren  Ableitung  nach 
der  Normalen  am  Rande  vorgeschriebene  Werte  hat,  eine  Aufgabe, 
die  man  übrigens  in  der  Ebene  auch  durch  Bestimmung  der  kon- 
jugierten Funktion  erledigen  kann. 

Betrachten  wir  zunächst  den  innerhalb  der  Randkurve  gelegenen 

O  TT 

Teil  der  Ebene,  und  sind  — —  ==  /'((?)  die  vorgeschriebenen  Randwerte, 

so   muss,   damit   überhaupt  eine  eindeutige  harmonische  Funktion  zu 
stände  kommen  kann: 
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sein.     Dies  vorausgesetzt  bilden  wir  die  Funktion 

^  =  1  f^ T,da^-  ff(a)  Tida-, 

es  ist  dies  ein  Potential,  dessen  Randwerte  Y  mit  den  Randwerten  JJ 
der  zu  bestimmenden  Funktion  u  in  der  Beziehung  steht,  dass 

Konstruiert  man  nun  zu   V  die  zugeordneten  Randfunktionen: 

so  stellen  diese  zu  der  gesuchten  Funktion   ü  in  der  Beziehung,  dass 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Funktionen  Q  nach  0  konvergieren, 
und  dass  die  Funktion  Z7,  welche  überhaupt  nur  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt  ist,  der  Gleichung  genügt: 

1)  U=-{V+Q  +  Q,+  Q,+  ...  +  Q.+  ..). 

Es  handelt  sich  also  darum,  die  harmonische  Funktion  zu  bilden, 
welche  diesen  Randwert  besitzt;  dieselbe  ist  nach  früheren  Sätzen 
gleich 


2)  »  =  -^/( 


Wenn   man  nun  aber  bestätigen  will,   dass  diese  Funktion  wirk- 
lich   die    Eigenschaft    hat,    dass    ihre    Ableitung    längs    des    Randes 

— —  =  f(6)  ist,  so  ist  noch  ein  Umstand  zu  berücksichtigen.    Zunächst 

kann  man  folgendermassen  schliessen:  es  ist 

^  27tJ        dn  27tJ    dn 

oder   wenn  man  für   ü  den  Wert  aus   der  Gleichung  1)   einsetzt   und 
die  Gleichungen  2)  und  3)  alsdann  vergleicht: 


fc/-£  ^••'^''  =  kp'^"'^^-  ^ßQ-Q^Wo).-  ^fiQ.-  ft 


){d0). 
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Die  rechte  Seite  ist  eine  Potentialfunktion  mit  den  Randwerten  ^  F, 
folglicli  ist  die  rechte  Seite  identisch  mit 

und  es  besteht  also  die  Gleichung: 


*.7tJ    du  ^^J 


2    ^ 
Um    aus    dieser   Gleichung    zu   folgern,    dass   — —  ==  f  ist,    muss 

man  nachweisen,  dass  die  durch  die  Gleichung  2)  definierte  Funktion  n 
eine  bestimmte  Ableitung  nach  der  Normalen  in  allen  Punkten  des 
Randes  besitzt.  Für  diesen  Beweis  sind  besondere  Voraussetzungen 
über  die  Funktion  f  notwendig,  wie  im  §  9  angegeben  wurde. 

Es  ist  aber  auch  unabhängig  von  der  Beziehung  zu  der  gesuchten 
Funktion  u  der  Nachweis  zu  liefern,  dass  die  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  2)  konvergiert.  Derselbe  ist  leicht  zu  erhalten. 
Das  Potential 

v^~  jfTidö 

lässt  sich  darstellen  in  der  Form 

7t     f  ^     /  ^     / 

wenn  C  der  Wert  ist,  nach  welchem  die  Funktionen  Qn  konvergieren. 
Es  ist  zu  zeigen,  dass  derselbe  null  ist.     Nun  ist  (§  32) 

27r  /       dl^  27t     J  dN       ' 

dV 
wenn   — =r=r  die  Ableitungen  des  Potentiales  sind,  welches  im  äusseren 

Gebiete  der  Kurve  von  der  Belegung  f  erzeugt  wird.     Da  nun 


/dV 
^^  da  =  0,  so  folgt: 


dn 


-—  /  — — r  da  =  —  I  fdö  =  0,  also  ist  (7=0. 

27t J    dN  I  '  ' 

Um  dieselbe  Aufgabe  für  das  Äussere  der  Kurve  zu  lösen,  brauchen 
die  Werte  von  /'  nicht  an  die  Bedingung  Jfdö  =  0  geknüpft  zu  werden. 

Ist  —  ^^  lfd0=A,    so    giebt    dieser  Wert   das   Verhalten    der    ge- 

27t    f 
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suchten  Funktion   im  Unendliclien   an.     Bestimmt   man   nun   die  har- 
monische Funktion,   sie   heisse   a{x,y)^   welche  am  Rande  der  Fläche 

konstant  gleich  A  ist,  und  im  Unendlichen  unendlich  wird  wie  Al(~] 

(es  ist  k==Ar),  so  ist  die  gesuchte  Funktion  darstellbar  in  der  Form: 

4)  ^  =  --  ■"  f(y-^  Öi+  &+...)  (f/ö)x+  «(^, y), 

wobei  die  Funktionen   V  und  Q  ähnlich  wie  früher  definiert  sind,  je- 
doch durch  die  Werte: 

v  =  ~  rfTada  +  2a{x,y),     F=lim-^  CfTadö-^'IN, 

Die    Normale    ist    nach    der    äusseren    Fläche    zu    konstruieren. 
Denn  aus  der  Gleichung  4)  folgt: 

und  folglich: 

-  -  Lß^'^  «  +  «,  +  ...)  (äa).-  ^ff^  T.äa, 
also 

Die   rechte  Seite   ist   eine  Potentialfunktion  mit  den  Randwerten 
-  V-\-  ,  lim Q2n—  A,  welche  im  Unendlichen  unendlich  wird  wie  --Al\—h 

.    .     .       .    i    r  ^ 

und   folglich   ist   die   rechte   Seite   identisch   mit  ^    1  fTadö^    wenn 
gezeigt  werden  kann,  dass  limÖ2w=0  ist.     Nun  ist  aber 
^-^  ffTada  +  2a{x,y) 

eine    Potentialfunktion,    welche    im    Unendlichen    verschwindet;    also 
konvergieren   die  Funktionen  Q   nach  null.     Sonach   besteht  die  Glei- 


chung 


kffN^'''^-2.ß'^"''- 


108  Drittes  Kapitel:  Die  Neumannsche  Methode.    §  36. 

/)  TT 
Um   hieraus    zu   schliessen,   dass  — ^  =  /'  ist,   sind   aber  weitere 

Untersucliungen  über  die  Ableitungen  nach  der  Normalen  sowohl  für 
die  Funktion  a  (Xy  y),  als  für  den  übrigen  Teil  des  Ausdruckes  von  u 
erforderlich. 

Aus  allgemeinen  Sätzen  über  die  analytische  Fortsetzung  einer 
Potentialfunktion,  welche  im  folgenden  Kapitel  besprochen  werden, 
lässt  sich  schliessen,  dass  der  vollständige  Beweis  der  vorstehenden 
Formeln  erbracht  werden  kann,  falls  die  Randkurve  aus  analytischen 
Kurvenstücken  zusammengesetzt  und  die  gegebene  Funktion  /"  bis  auf 
einzelne  Punkte  regulär  analytisch  ist  (§  42). 


Viertes  Kapitel. 

Die  Existenz  der  Potentialfunktionen  für  Polygone 

und    beliebig    berandete,    einfach    oder   mehrfach 

zusammenhängende  Flächen. 


§37. 

Durch  die  Neumann  sehe  Methode  ist  festgestellt,  dass  ins- 
besondere für  jedes  geradlinige  (oder  auch  aus  Kreisbögen  zusammen- 
gesetzte) Polygon  ohne  einspringende  Ecken  (abgesehen  vom 
Dreieck  und  Viereck)  eine  und  nur  eine  harmonische  Funktion  existiert, 
welche  stetig  nach  gegebenen  Randwerten  ü  konvergiert,  falls  TJ  selbst 
eine  stetige  Funktion  längs  des  Randes  ist,  und  welche  im  allgemeinen 
stetig  nach  diesen  Randwerten  konvergiert,  aber  überall  endlich  bleibt, 
wenn  U  eine  überall  endliche  und  im  allgemeinen  stetige  Funktion 
auf  dem  Rande  ist,  die  nur  an  einzelnen  Stellen  endliche  ünstetigkeits- 
sprünge  erleidet. 

Um  analoge  Sätze  für  Polygone  mit  einspringenden  Ecken 
zu  gewinnen,  muss  man  diese  aus  Polygonen  ohne  einspringende 
Ecken  zusammensetzen.  Betrachtet  man  den  einfachsten  Fall,  den 
eines  Viereckes  AB  CD  mit  einer  einspringenden  Ecke  B,  und  ver- 
längert man  die  Seiten  AB  und  CB,  bis  sie  die  gegenüberliegenden 
in  den  Punkten  E  und  F  schneiden,  so  besteht  das  Viereck  aus  den 
beiden  Dreiecken  AED  und  CFD,  welche  die  Fläche  BEDF  gemein 
haben.  Es  ist  zu  zeigen,  dass  für  das  Viereck  AB  CD  die  Kon- 
struktion einer  harmonischen  Funktion  aus  gegebenen  Randwerten 
möglich  ist,  wenn  für  die  beiden  Dreiecke  die  analoge  Aufgabe  ge- 
löst ist. 

Man  kann  dies  Problem  gleich  allgemein  so  fassen:  Haben  zwei 
Gebiete  1\  und  Tg  ^^®  Fläche  T^  gemein,  die  auch  aus  verschiedenen 
getrennten  Teilen  bestehen  kann,  und  ist  für  T^  sowohl,  wie  für  Tg 
die  Randwertaufgabe  lösbar,  so  lässt  sich  auch  für  das  zusammen- 
gesetzte Gebiet  T^-{-  T^  —  Tq  die  nämliche  Aufgabe  lösen.  Mit  Hilfe 
dieses  Satzes   lässt   sich   dann   auch  für  das  Dreieck  und  Viereck  die 
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Existenz  der  Funktion  u  nachweisen,  da  man  jede  dieser  Figuren  aus 
zwei  Polygonen  kombinieren  kann. 

Die  Begrenzung  von  T^  heisse  l^  und  l^^  die  Begrenzung  von  T^ 
heisse  ^g  ^i^d  hy  ^^^  zwar  sei  /j  derjenige  Teil  der  Begrenzung  von  Tj, 
welcher  nicht  zugleich  eine  Begrenzung  von  T^  ist,  ebenso  I2  derjenige 
Teil  der  Begrenzung  von  Tg,  welcher  nicht  zugleich  Begrenzung  von 
Tq  ist;  /g  und  l^  bilden  die  Begrenzung  von  Tq  und  können  daher 
auch  teilweise  zusammenfallen.  Diese  zusammenfallenden  Teile  werde 
ich  X  nennen.  Die  Linie  l^  soll,  wo  sie  an  ^^  und  /g  (oder  l^  und  A) 
stösst,  diese  Linien  nicht  berühren,  sondern  einen  Winkel  mit  ihnen 
bilden,  und  ebenso  soll  /g  einen  Winkel  bilden  mit  den  Linien  /g  und 
^4  (oder  ?2  ^^id  ^)- 

Es  sind  nun  Werte  ü  vorgeschrieben  für  die  Strecken  li^Uy^i 
und  zwar  sei  G  der  algebraisch  grösste,  K  der  algebraisch  kleinste 
unter  diesen  Werten.  Man  konstruiere  für  die  Fläche  T^  eine  un- 
endliche Reihe  von  harmonischen  Funktionen,  die  mit  Wj,  «/g,  w^, . . . 
bezeichnet  werden  soll,  für  T^  eine  unendliche  Reihe,  die  Wg,  Wj,  Wg  . . . 
heissen  möge.     Dieselben  sind  in  folgender  Weise  definiert: 

Wj  habe  längs  ^^  und  /l  die  vorgeschriebenen  Werte  T/,  längs  l^ 
den  Wert  K.  Diese  Funktion  besitzt  auf  l^  Werte,  die  zwischen  G 
und  K  liegen,  sie  sollen  u^^^^  heissen. 

U2  habe  längs  /g  ^^^  A  die  Werte  U^  längs  l^  den  Wert  u^^^K 
Diese  Funktion  besitzt  auf  ^g  Werte,  die  ifg^^^  heissen  sollen. 

La  dem  gemeinsamen  Gebiet  Tq  hat  die  Differenz  v^  —  Wi  nur 
positive  Werte.  Denn  an  dem  Rande  /l  und  l^  ist  diese  Differenz 
null,  auf  ?3  ist  sie  positiv,  weil  u^^^^  gleich  K  ist,  während  u^^^"*  gleich 
oder  grösser  als  K  wird.     Also  ist  1(3^^^  —  Wi^^^  >  0. 

Wg  habe  längs  ?i  und  A  die  Werte  CT,  längs  l^  den  Wert  u.^^^\  Es 
ist  mithin  Wg  >  u^.     Der  Wert,  den  u^  auf  l^  besitzt,  heisse  ii^^^K 

W4  habe  längs  I^  und  A  die  Werte  U]  längs  ^^  den  Wert  ii^^'^K 
Es  ist  W4>  ^27  weil  (^4^^^=  V*^)  ;>  (^2^^^=  ^i^^O-  ^er  Wert  von  w^  auf 
Zg  heisse  w/^>. 

i*5  habe  längs  Zj  und  A  die  Werte  U,  längs  Zg  den  Wert  u^^^\ 
Es  ist  mithin  Ur,  >  Wg. 

Fährt  man  sofort,  so  erhält  man  die  unbegrenzte  Reihe  von 
Funktionen 

Wj,  Wg,  W5,  ...  W2W  +  I?  •  •  V 

in  welcher  jede   folgende  niemals   kleiner   ist   als    die   vorhergehende, 
und  ebenso  die  Reihe 
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^2  ?    ^4  ?   ^6  7    •  •  •  •    ^2  M  ;    •  •  • ; 

welclie  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Eine  jede  Funktion  der  ersten  Reihe 
hat  längs  l-^  und  A  die  Werte  Uj  und  jede  der  zweiten  hat  längs  /g 
und  A  die  Werte   U.     Ferner  ist  längs  l^^: 

und  längs  l^: 


^2n  +  l         "'2n  +  2 


(3i  (3) 

^(2n  +  l)~^2«' 

Da  die  Reihe  der  Funktionen  W2n+i  eine  Reihe  von  Grössen 
bildet,  die  für  jeden  innern  Punkt  der  Fläche  T^  nicht  abnehmen  und 
doch  kleiner  bleiben  als  Gj  so  konvergiert  U2n-\-i  für  jeden  Punkt  der 
Fläche  Tj  nach  einer  bestimmten  Grenze  u'^  die  man  durch  die  un- 
endliche Summe 

U'  =  U^  +  (%  —  tl^)  +  (%  -  U^)  +  .  .  .  (U2n-\-l  —  U2n-l)  +  •  •  • 

definieren  kann,  und  ebenso  wird  für  die  Fläche  T^  eine  Funktion  u" 
durch  die  unendliche  Summe  definiert: 

U"  =  U^  +  {n^  —  U^  +  {Uq  -  U^-\-  ...  {U2n  —  U2n-2)  +  •  •  • 

Da  die  in  der  Klammer  stehenden  Differenzen  alle  einerlei  Zeichen 
haben,  so  folgt  aus  dem  Satz  des  §  20,  dass  u'  eine  harmonische 
Funktion  für  das  ganze  Innere  der  Fläche  T^  und  ebenso  u"  eine 
harmonische  Funktion  für  das  ganze  Innere  der  Fläche  T^  ist.  Mit- 
hin sind  u'  und  u"  harmonische  Funktionen  für  das  gemeinsame 
Gebiet  T^. 

Um  nun  die  Werte  festzustellen,  welche  diese  Funktionen  an  den 
Rändern  ihrer  Gebiete  besitzen,  muss  man  beachten,  dass  die  Funk- 
tionen U2n+i  ^iid  ^^2n  au  dcu  Stellen,  wo  /g  und  Z^  zusammenstossen, 
unstetig  sein  k5nnen,  so  dass  der  erste  Satz  auf  Seite  67  nicht  unmittelbar 
anwendbar  ist.  Indessen  lässt  sich  auf  Grund  der  im  §  35  bewiese- 
nen Eigenschaft  zeigen,  dass  jede  dieser  Reihen  für  alle  Punkte  ihres 
Gebietes  einschliesslich  der  Randpunkte  gleichmässig  konvergiert. 
Bezeichnet  nämlich  D  die  grösste  Schwankung  unter  den  Werten  C/, 
also  die  Differenz  G  —  Kj  so  ist  u^  —  u^  eine  harmonische  Funktion 
für  das  Gebiet  Tj,  welche  am  Rande  längs  der  Strecken  l^  und  l  null 
ist,  und  längs  /g  kleiner  als  D,  folglich  ist  diese  Differenz  in  der 
ganzen  Fläche  I\  kleiner  als  D,  und  insbesondere  wird  u^^"^^  —  w/'^'  <  liD, 
wobei  Ic  ein  echter  Bruch  ist. 

Desgleichen  ist  u^  —  u^  eine  harmonische  Funktion  für  das  Ge- 
biet Tg,  welche  längs  der  Strecken  l^  und  l  den  Wert  null  und  längs 
l^  den  Wert  hat  ^^^^  —  u^^'^\     Da  dieser  Wert  kleiner  ist  als  hD^  so 


112  Viertes  Kapitel:  Existenzbeweis  für  beliebige  Flächen.    §  37. 

ist  u^-  u^  in  der  ganzen  Fläche  T^  kleiner  als  hD,  und  insbesondere 
wird  n^^^^-U2^^^<'klc'Dj  wobei  J{!  ein  echter  Bruch  ist. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  u^  —  u^  in  der  ganzen  Fläche  T^  kleiner 
als  hh'D  ist,  und  u^  —  u^  in  der  ganzen  Fläche  T^  kleiner  als 
¥k'D.  Allgemein  u^n+i  —  U2n-i  wird  in  der  ganzen  Fläche  T^ 
kleiner  als  {kh'y-^D,  und  u^2n+2-  ihnK  (Jch'y-lkD. 

Mithin  konvergiert  jede  der  obigen  Reihen  für  alle  Randpunkte 
gleichmässig,  nämlich  rascher  als  eine  geometrische  Progression,  und 
folglich  wird  der  Grenzwert  der  Funktionen  U'  und  U"  erhalten,  in- 
dem man  die  Grenzen  der  einzelnen  Glieder  in  den  Reihen  bestimmt, 
d.  h.  es  ist 

(7'=lim    Ü2n+1,        t/"=lim    Ü2n, 

n  —  00  n   -  CO 

wenn  man  mit  U2n+i  und  Ü2n  die  Grenzwerte  bezeichnet,  welche  die 
Funktionen  U2n+i  und  U2n  beim  Übergang  in  den  Rand  besitzen. 

Auf  den  Strecken  ?i,  ^2?  ^  sind  die  Grenzwerte  die  vorgeschriebenen 
Werte  ü^  auf  den  Strecken  l^  und  l^  werden  die  Grenzwerte  einander 
gleich.     Denn  es  ist 

^2n4-l  ^2n?        *^2«  +  2  *^2n  +  l' 

Die  Differenz  n!  —  u"  ist  demnach  in  dem  gemeinsamen  Gebiete  T^ 
auf  dem  Rande  allenthalben  gleich  null,  und  folglich  auch  in  dem 
Eckpunkte,  in  welchem  die  Linien  l^  und  l^  zusammenstossen  (§  34). 

Daraus  folgt,  dass  u"  die  Fortsetzung  der  harmonischen  Funktion 
u'  in  das  Gebiet  Tg  ist,  so  dass  ti'  und  u"  diejenige  harmonische 
Funktion  bilden,  welche  für  das  Gebiet  (Tj  -f-  Tg  —  Tq)  die  vor- 
geschriebenen Randwerte  U  besitzt.  Dass  diese  Funktion  auch  bei 
Annäherung  an  die  Ecke,  in  welcher  /Ig  und  /l^  zusammenstossen, 
nach  dem  daselbst  vorgeschriebenen  Werte  ü  konvergiert,  lässt  sich 
überdies  folgendermassen  einsehen.  Ist  a  der  Winkel  zwischen  l^  und  ^4, 
so  ist  nach  früheren  Sätzen  der  Wert  von   t^gn+i  ^^  ^^^  Eckpunkte 


Tjf  =  (1  _   'L)  u  +  «    uf  =  (1  -  ^)  C/+  "^    Uf     , 

^«  V  7t  /  7t  ^"  \  7t  J  7t  -"-1 

^2n+l  V^  7t^J  ^    7t'' 


und 

also  wird: 

und  da 

so  ist  auch 


2n- 


lim  C/t'^_^,  =  lim  t^'^    1; 

2n+l  2ra  —  1' 

n~  00  n      CO 

n  =  co  n=co 
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Desgleichen  wird  auch  lim  f/gl  +  i""  ^?  ^  ^-  ^^^  Funktion  w'  so- 
wohl wie  *t"  bleibt  bei  Annäherung  an  die  Ecke  stetig. 

Diese  Kombinationsmethode  ist  von  den  Herren  Neu  mann  und 
Schwarz  gleichzeitig  gefunden  worden. 

Dieselbe  bleibt  auch  in  Geltung,  wenn  die  Funktion  U  an 
einzelnen  Stellen  sprungweise  Wertänderungen  erleidet.  Bei  An- 
näherung an  solch  eine  Stelle  verhalten  sich  die  Werte  der  harmo- 
nischen Funktion  in  der  nämlichen  Weise,  wie  im  §  33  gezeigt  wurde: 

lim  u  =  {l-l-)  U'Jr  (l  -  -^)  ü'\ 

Auch  für  die  einspringende  Ecke  gilt  diese  Gleichung.  Denn  ist 
eine  Ecke  mit  dem  Winkel  «  >  tt  vorhanden,  und  konstruiert  man 
eine  Gerade,  welche  diesen  Winkel  halbiert,  so  muss,  wenn  C/'  und 
W  die  Randwerte  zu  beiden  Seiten  der  Ecke  sind  und  V  der  un- 
bekannte   Grenzwert   auf   der   Halbierungslinie,    in  jedem   der   beiden 

(X, 

Winkel   -^  für  jede  Richtung  die  analoge  Gleichung  bestehen: 

Li 

lim  ?((^)  =  IP^  =  /l  -  7-^v\  D^'  +  / 1  -  -74^\  ^;     y-V^-\y 


Wrtf 


wennn  y  der  innere  Winkel  zwischen  der  angenommenen  Richtung 
und  dem  Teile  des  Randes  bedeutet,  auf  welchem  IJ  den  Wert  C/'  hat; 
ebenso  ist  symmetrisch  zur  Halbierungslinie 

lim  ?,('->=  W^ 


Auf  dieselbe   Weise   aber   folgt  F=  — -  ?7^*^4-  -^  f^'^^  und  hieraus 

1  ,  ... 

ergiebt    sich:     ^=  4y(^'+  f^")-      Hierbei    ist    vorausgesetzt,    dass   Y 

überhaupt    ein    bestimmter    Wert    sein    muss,    was    aber    mittels    der 
obigen  Kombinationsmethode  ohne  weiteres  erkannt  werden  kann. 

§38. 

Eine  zweite  Methode,  um  für  ein  Polygon  mit  einem  einspringen- 
den Winkel  die  Potentialfunktion  aus  gegebenen  Randwerten  zu  kon- 
struieren, ist  die  folgende,  bei  welcher  vorausgesetzt  wird,  dass  die 
nämliche  Aufgabe  für  das  Innere  sowohl  als  auch  für  das  Äussere 
eines  Dreiecks  gelöst  werden  kann:  Zieht  man  die  Gerade  AC,  so 
erscheint  die  Fläche  des  Vierecks  mit  dem  einspringenden  Winkel   "B 

Hariiack,  Die  Gruudlagtu  etc.  " 
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als  die  Differenz  zwischen  dem  Dreieck  ACD  =-  A^  und  ABC zi  iS^. 
Wählt  man  statt  der  Geraden  A  C  eine  gebrochene  Linie  ohne  ein- 
springende Winkel^  so  sind  die  Flächen  ACT)  und  ACE  Polygone, 
für  welche  die  Randwertaufgabe  nach  der  Neumannschen  Methode 
lösbar  ist. 

Bezeichnet  man  die  Seiten  AI)  und  CD  mit  l^y  die  Seite  AC 
mit  l,  ferner  die  Seiten  des  zweiten  Dreiecks  AB  und  BC  mit  /g,  so 
lässt  sich  die  Potentialfunktion,  welche  auf  l^  die  vorgeschriebenen 
Werte  hat  und  auf  l^  null  ist,  in  folgender  Weise  konstruieren. 

Für  das  Dreieck  Aj  bestimme  man  die  Funktion  Wj,  welche  auf 
Zj  den  Wert  ü  hat,  auf  A  null  ist.  Bezeichnet  G  den  grössten  Betrag 
der  Randwerte  U,  so  ist  der  Wert,  welchen  ?fj  auf  l^  besitzt,  er  heisse 
u^^'^^j  dem  Betrage  nach  kleiner  als  kG^  wobei  h  ein  echter  Bruch 
ist.     (§  35,  Nr.^  2  u.  3.) 

Für  das  Äussere  des  Dreiecks  Ag  konstruiere  man  diejenige 
Potentialfunktion,  welche  auf  den  Seiten  l^  den  Wert  ii^^^'>  und  auf  l 
den  Wert  null  hat  und  im  Unendlichen  endlich  bleibt.  Da  die  ex- 
tremen Werte  dieser  Funktion  nicht  im  Unendlichen,  sondern  auf 
dem  Rande  liegen,  so  ist  der  Betrag  von  n^  allenthalben  kleiner  als 
kG,  und  insbesondere  ist  der  Wert  von  t<2^^\  d.  h.  der  Wert,  den  w^ 
auf  Zj  besitzt,  kleiner  als  hh^G,  wobei  7c'  ebenfalls  ein  echter 
Bruch  ist. 

Man  konstruiere  nun  für  das  Dreieck  Aj  die  Funktion  Wg,  welche 
auf  \  den  Wert  u^^^^j  auf  l  den  Wert  null  hat;  so  wird  i(^^^^<Ph'  G. 
Bestimmt  man  weiter  die  Funktion  n^  für  das  Äussere  des  Dreiecks 
A2,  so  dass  w/^)=?/3(2)  ist^  so  ist  u^^'^<(kkyG. 

Indem  man  diesen  Prozess  weiter  fortsetzt,  ergiebt  sich  für  das 
Innere  des  Dreiecks  Aj  die  unbegrenzte  Reihe  von  harmonischen 
Funktionen  u^  Wg,  W5,  . ..  W2n+i?  • ..  und  für  das  Äussere 'des  Dreiecks 
Ag  die  unbegrenzte  Reihe:  Wg;  ^'4,  *<67  •  ••  ^2n,  •  ••  Für  das  gemein- 
schaftliche Gebiet  des  ursprünglichen  Vierecks  AB  CD  sind  sowohl 
U2nj  wie  U2n+i  harmouische  Funktionen.  Zwischen  denselben  besteht 
längs  den  Linien  l^  die  Relation  ^^gl— 1^^2^«?  ^^^  längs  den  Linien  /, 
die  Relation  mI^^  =  u^^^  ,  , .     Bildet  man  nun  die  Reihe 

u  =  (^<l  —  Wg)  +  (W3  —  u^)  -f-  (^/5  —  u^)  +  . . .  +  («^2«-i  —  %n)  +  •  • ., 
so  definiert  dieselbe  eine  harmonische  Funktion  für  das  Viereck. 

Denn  die  Reihe,  gebildet  aus  den  Randwerten  der  Funktion  ?^, 
ist  eine  gleichmässig  konvergente,  weil  der  Betrag  von  U2n  kleiner  ist 
als  k{kk'y-^G,  und  der  Betrag  von  ihn+i  kleiner  ist  als  (kk'YG. 
Die  Werte,    welche   die   Funktion  u   am   Rande  \    und   am    Rande  k 


Viertes  Kapitel:  Existenzbeweis  für  beliebige  Flächen.    §  38.  115 

besitzt,  werden  demnach  durch  die  Werte  dargestellt,  welche  von  den 
Randwerten  der  Funktionen  U;  geliefert  werden;  d.  h.  es  ist 

,,(1)  =  (U~  u,('^)  +  (u,(')  -  w,<i))  +  (^1)  -  Wg(i))  +  . . .  =  C^-  lim  Wi)=  C; 
w(2)  =  (^^^(2) .__  u,C'^)  +  (u,^'^  -  w/O  4-  (%^'^  -  <'^)  +  . . .  =  0. 

In  derselben  Weise  kann  man  für  das  Viereck  ABCD  die  Funktion 
konstruieren,  welche  auf  den  Seiten  l^  vorgeschriebene  Werte  U  und 
auf  /j  den  Wert  null  hat.  Zu  diesem  Zweck  muss  man  den  Prozess 
mit  der  Bildung  der  harmonischen  Funktion  für  das  Äussere  des 
Dreiecks  A2  beginnen,  indem  man  dieser  Funktion  auf  den  Seiten  l^ 
den  Wert  U,  auf  der  Seite  k  den  Wert  null  erteilt.  Im  Unendlichen 
soll  sie  endlich  bleiben. 

Die  beiden  Funktionen  zusammen  ergeben  dann  die  harmonische 
Funktion,  welche  auf  den  Seiten  /j  und  1^  des  Vierecks  die  vor- 
geschriebenen Randwerte  ü  hat,  in  welche  sie  stetig  übergeht,  falls 
U  durchaus  stetig  ist. 

Dass  auch  in  den  Eckpunkten,  in  welchen  die  Linien  l^  und  l^ 
zusammenstossen,  die  harmonische  Funktion  stetig  bleibt,  vorausgesetzt, 
dass  ü  daselbst  stetig  ist,  folgt  aus  dem  Satz  im  §  34  über  die  Ein- 
deutigkeit der  Fotentialfunktion.  Man  braucht  nur  in  der  Umgebung 
der  Ecke  ein  solches  Stück  des  Polygons  zu  betrachten,  dass  auf 
dasselbe  die  Sätze  über  geschlossene  Polygone  ohne  einspringende 
Ecken  anwendbar  bleiben. 

Ein  beliebiges  Polygon  mit  n  Ecken,  unter  welchen  sich  ein- 
springende befinden,  lässt  sich  durch  Hinzufügung  eines  Dreiecks  be- 
trachten als  Diff'erenz  eines  n  --  \  Eckes  und  eines  Dreieckes.  Hat 
dieses  n  —  1  Eck  einspringende  Winkel,  so  betrachte  man  dasselbe  als 
Differenz  zwischen  einem  n  —  2  Eck  und  einem  Dreieck.  Auf  diese 
Weise  lässt  sich  jedes  n  —  Eck  schliesslich  aus  Dreiecken  zusammen- 
setzen (oder  aus  Polygonen  ohne  einspringende  Winkel)  und  sonach 
ist  durch  das  vorstehende  Verfahren  dargethan,  dass  es  für  jedes  Poly- 
gon eine  und  nur  eine  harmonische  Funktion  giebt,  welche  stetig  in 
die  vorgeschriebenen  Randwerte  U  übergeht,  falls  diese  eine  stetige 
Funktion  auf  der  Peripherie  bilden. 

Man  kann  den  Satz  auch  gleich  erweitern  auf  mehrfach  zusammen- 
hängende Flächen,  deren  Ränder  von  lauter  Polygonen  gebildet  werden. 
Denn  denkt  man  sich,  um  den  nächst  einfachen  Fall  zu  nennen,  im 
Innern  eines  Polygones  F^  ein  zweites  Polygon  Pg,  und  betrachtet  man 
die  ringförmige  Fläche,  welche  von  den  Polygonen  P^  und  F^  begrenzt 
ist,  so  kann  man  dieselbe  zusammensetzen  aus  zwei  Polygonen,  indem 
man  etwa  von  zwei  Ecken  von  F^  zwei  gerade  Querschnittslinien  nach 

8* 
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zwei  Ecken  von  P^  zieht  Diese  beiden  Polygone  ändere  man  längs 
der  Querschnittslinien,  an  denen  sie  zusammenstossen,  so  ab,  dass  sie 
daselbst  in  einander  übergreifen,  also  jedesmal  ein  Gebiet  T^  gemein- 
sam haben,  welches  die  Querschnittslinie  enthält.  Für  diese  beiden 
Polygone  wird  dann  der  Kombinationssatz  des  vorigen  Paragraphen 
anwendbar,  und  sonach  wird  die  Existenz  einer  Potentialfunktion  für 
die  zweifach  zusammenhängende,  von  beliebigen  Polygonen  begrenzte 
Fläche  dargethan.  Eine  wfach  zusammenhängende  Fläche  gleicher 
Art  kann  durch  Kombination  einer  n  —  \  fach  zusammenhängenden 
und  eines  Polygones  gebildet  werden. 

§  39. 
Für  ein  beliebiges  Polygon  (einfach  oder  mehrfach  zusammen- 
hängend) ist  sonach  auch  die  Existenz  der  Gr.eenschen  Funktion, 
welche  zu  irgend  einem  inneren  Punkt  0  gehört,  festgestellt  (§  23); 
d.  h.  wird  im  Innern  des  Polygones  irgend  ein  Punkt  0  fixiert  und 
werden  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Punkten  des  Bandes 
mit  Q  bezeichnet,  so  giebt  es  eine  harmonische  Funktion  — sie  heisse//  — 

welche  am  Rande  die  Werte  l  (  j  besitzt,  und  im  Innern  des  Poly- 
gones überall  regulär  ist.  Im  §  23  ist  nachgewiesen,  dass  für  das 
Innere  des  Polygones  g  <!  {.     j  ist. 

Im  folgenden  soll  der  Nachweis  geliefert  werden,  dass  für  jed- 
wede ganz  im  Endlichen  liegende,  beliebig  berandete  Fläche  die 
Green  sehe  Funktion  existiert.  Die  Untersuchung  soll  dabei  für  die 
einfach  zusammenhängende  Fläche  geführt  werden,  doch  bleibt  sie 
ohne  weiteres  für  Flächen  mit  mehreren  Randkurven  giltig. 

Will  man  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  in  allgemeinster 
Weise  definieren,  so  hat  man  zunächst  von  dem  Begriff  eines  zusammen- 
hängenden ebenen  Kontinuums,  welches  ganz  im  Endlichen  gelegen 
ist,  auszugehen.  In  einem  endlichen  Teil  der  Ebene  sei  eine  beliebige 
Menge  von  Punkten  gegeben,  mit  der  Eigenschaft,  dass  sich  um  jeden 
derselben  ein  endlicher,  ebener  Bereich  (etwa  eine  Kreisfläche)  angeben 
lässt,  so  dass  die  Punkte  mit  ihren  Bereichen  dem  Systeme  angehören, 
und  dass  man  von  jedem  Punkte  P  dieses  Systems  zu  jedem  anderen 
desselben  vermittels  einer  stetigen  Reihe  von  geraden  Strecken  ge- 
langen kann,  deren  Punkte  ebenfalls  mit  ihren  Bereichen  dem  Systeme 
angehören. 

Dieses  System  bildet  alsdann  ein  zusammenhängendes  Kontinuum. 
Dasselbe    besitzt,   da   es    sieh  nicht   ins    Unendliche   erstreckt,    Grenz- 
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punkte,  d.  h.  alle  diejenigen  Punkte,  in  deren  unmittelbarer  Umgebung 
sowohl  Punkte  liegen,  die  dem  System  P  angehören,  als  auch  solche, 
die  nicht  mehr  zu  P  gehören.  Diese  Grenzpunkte  F'  bilden  den  Rand 
unserer  Fläche.  Auf  irgend  einem  Radiusvektor,  der  von  irgend  einem 
Punkt  des  Systems  P  gezogen  wird,  muss  mindestens  ein  Grenzpunkt 
liegen;  es  kann  aber  auch  eine  endliche  Anzahl,  oder  eine  unendliche 
von  Grenzpunkten  vorhanden  sein  Im  letzteren  Falle  können  die 
Grenzpunkte  entweder  stetige  Strecken  auf  dem  Radiusvektor  bilden 
—  alsdann  fällt  der  Radiusvektor  teilweise  mit  dem  Rande  zusammen  — 
oder  die  Grenzp unkte  bilden  auf  dem  Radiusvektor  eine  unendliche 
Menge,  die  aber  alsdann' in  keinem  noch  so  kleinen  Intervall  überall 
dicht  ist. 

Damit  die  Fläche  eine  einfach  zusammenhängende  sei,  fordern 
wir,  dass  die  Grenzpunkte  eine  einzige  stetige  Reihe  bilden,  d.  h.  dass 
man  von  jedem  Grenzpunkt  P'  zu  jedem  andern  gelangen  kann,  in- 
dem man  nur  Punkte  des  Systems  P'  durchläuft.  Damit  ferner  die 
Fläche  nicht  in  mehrere  aneinander  stossende,  geschlossene  Teile  zer- 
fällt, sollen  die  Grenzpunkte  P'  sich  derart  in  eine  stetige  Reihe 
ordnen  lassen,  dass  man  bei  dem  Durchlaufen  dieser  Reihe  nicht  früher 
zu  einem  Ausgangspunkt  P'  zurückkehrt,  als  bis  sämtliche  Punkte  P' 
durchlaufen  sind. 

In  analytischer  Formulierung  fordern  wir  also,  dass  die  Koordinaten  ;r 
und  y  der  Grenzpunkte  P'  sich  als  eindeutige  und  stetige  Funktionen 
eines  Parameters  darstellen  lassen :  x  =  cp  (A),  y  =^il>  (A),  so  dass  während 
A  ein  Intervall  von  A^  bis  A^  durchläuft,  sämtliche  Grenzpunkte,  und 
zwar  jeder  nur  einmal,  erhalten  werden,  und  dass  zu  den  Endwerten 
A()  und  A^  der  nämliche  Punkt  gehört.  Die  Funktionen  cp  und  tp  sind 
im  übrigen  ganz  willkürlich,  so  dass  das  stetige  System  der  Grenz- 
punkte, welches  wir  auch  kurz  die  Randkurve  nennen  werden,  keine 
Tangenten  zu  besitzen  braucht,  vielmehr  unendlich  viele  Ecken,  Spitzen 
und  dergleichen  erhalten  kann.  Ist  die  Randkurve  rektifizierbar,  so 
kann  als  Parameter  A  die  Länge  s  eingeführt  werden.  Dies  tritt  z.  ß. 
ein,  wenn  die  Randkurve  eine  analytische  Kurve  ist,  oder  aus  Stücken 
von  solchen  Kurven  besteht,  d.  h.  von  Kurven,  deren  Punktkoordinaten 
durch  konvergente  Potenzreihen  definiert  sind. 

Die  auf  diese  Weise  definierte,  einfach  zusammenhängende,  ge- 
schlossene Fläche  kann  nun  aber  noch  mit  Einschnitten  in  beliebiger 
Anzahl  versehen  werden,  die  vom  Rande  in  das  Innere  der  Fläche  bis 
zu  einem  bestimmten  Endpunkt  eintreten,  indem  man  von  irgend  einem 
Punkte  des  Randes  aus  eine  Kurve  in  das  Innere  der  Fläche  zieht, 
die  aber  keinen  andern  Randpunkt  treffen   und   sich  nicht  schliessen 
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darf.  Diese  Kurven  sollen  alsdann  dem  Rande  der  Fläche  zugerechnet 
werden.  Bei  einem  vollständigen  Umlauf  um  die  Fläche  müssen  die- 
selben zweimal,  nämlich  hin  und  zurück,  durchlaufen  werden.  Die 
Gesamtheit  aller  Punkte  des  Randes  (die  letztgenannten  zweimal  ge- 
zählt) soll  die  Kurve  C  heissen. 

Im  Innern  der  Fläche  werde  nun  ein  Punkt  0  beliebig  ange- 
nommen; es  soll  die  Existenz  der  Green  sehen  Funktion  bewiesen 
werden,  welche  zum  Punkt  0  gehört. 

'  Man  konstruiere  innerhalb  der  Kurve  C  eine  unendliche  Reihe 
von  Polygonen:  P^,  Pg,  P3,  ...Pnj  ...  mit  folgenden  Eigenschaften 
Erstens:  Jedes  Polygon  liegt  ganz  innerhalb  der  Kurve  (7,  d.  h.  sein 
Umfang  hat  keinen  Punkt  mit  derselben  gemein.  Zweitens:  Der 
Umfang  jedes  Polygones  P„  liegt  ganz  ausserhalb  des  vorhergehenden 
Fn—i.  Drittens:  Das  Polygon  P„  soll  sich  bei  wachsenden  Werten 
von  n  der  Kurve  C  unbegrenzt  nähern.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn 
jeder  Punkt  auf  dem  Polygon  P„,  so  liegt,  dass  die  untere  Grenze 
seiner  Entfernungen  von  den  Punkten  der  Kurve  C  unterhalb  einer 
Grösse  Ö  sich  befindet,  die  mit  wachsenden  Werten  von  n  nach  null 
konvergiert.  Man  kann  diese  Forderung  etwa  in  der  Weise  erfüllen, 
dass  man  um  jeden  Randpunkt  C  einen  Kreis  mit  dem  Radius  d  be- 
schreibt und  alsdann  das  Polygon  P«  so  konstruiert,  dass  es  innerhalb 
der  von  diesen  Kreisen  bedeckten  Fläche  sich  befindet.  Zu  jedem 
Polygon  lässt  sich  die  Greensche  Funktion,  welche  zum  Punkt  0 
gehört,  konstruieren.  Bezeichnet  man  die  für  P«  geltende  Funktion 
mit  ffnj  so  erhält  man  eine  unendliche  Folge  von  Funktionen: 

Von  diesen  Funktionen  soll  bewiesen  werden,  dass  sie  nach  einer 
ganz  bestimmten  harmonischen  Funktion  g  konvergieren,  und  dass 
diese  Funktion  g,  welche  durch  die  unendliche  Summe 

g=9l-^(92-  9l)  +(9^-92)  +  '"  +  (9n  -  ^n-l)  +  .  .. 

darstellbar  ist,  für  die  von  der  Kurve  C  umschlossene  Fläche  F  die- 
jenige Greensche  Funktion  ist,  welche  zum  Punkt  0  gehört. 

Man  vergleiche  zunächst  zwei  aufeinander  folgende  Funktionen, 
z.  B.  g^  und  ^2  j  deren  Randwerte  mit  /  (  j  und  M  )  bezeichnet  seien. 
Weil  die  Greensche  Funktion  im  Innern  eines  Polygons  allenthalben 
kleiner  ist  als  H  j,  und  weil  das  Polygon  Pj  ganz  im  Innern  des 
Polygons  Pg  liegt,  so  sind  die  Werte,  welche  g^  auf  dem  Polygon  Pj 
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besitzt,  kleiner  als  H  j,  also  kleiner  als  g^.  Mithin  ist  überall  im 
Innern  von  P^ 

d.  li.  die  Reihe  der  Funktionen  g^j  g^j  9zy  •••  ^^il^et  eine  Reihe  von 
abnehmenden  Grössen;  es  ist 

yi>  92>  9z>  '••>yn>  9n-i  >  • . . 

Diese  Ungleichungen  gelten  für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Fläche 

F  von  einer  bestimmten  Stelle  ab,  weil  jeder  innere  Punkt  schliesslich 

innerhalb  eines  Polygons  und  aller  darauf  folgenden  zu  liegen  kommt. 

Da  nun  jede  der  Funktionen  gn  in  jedem  Punkt  innerhalb  F  grösser 

bleibt  als   der  Wert  M  ipf  ■ ,   wenn  M  das   Maximum    der   Entfernung 

der  Punkte  des  Randes  C  vom  Punkte  0  bedeutet,  so  folgt,  dass  die 
Funktionen  gn  in  jedem  Punkt  innerhalb  F  nach  einem  bestimmten 
Grenzwert  konvergieren.  Beachtet  man  nun  weiter,  dass  die  Dif- 
ferenzen 

92  -  9l,       93  -  92y    •'■-,    9n-  9n-lf    -  •  • 

alle  einerlei  Zeichen  haben,  nämlich  negativ  sind,  so  folgt  nach  dem 
Satz  am  Schluss  des  §  20,  dass  die  Funktion 

9=9i-^(92-9i)  +(93-92)  +  "■  +  (9n-9n-i)  +  .-. 
eine  im  Innern  von  F  harmonische  Funktion  ist. 

Es  muss  nun  gezeigt  werden,  dass  diese  Funktion  g  bei  An- 
näherung an  den  Rand  stetig  in  die  Werte  M  — )  übergeht.  Zur  Ver- 
einfachung der  Diskussion  führe  ich  an  Stelle  der  Funktionen  g^  und 
g  die  Funktionen  s^  und  s  ein,  welche  durch  die  Gleichungen 

s^=Qe^'y  82=  Qe^^y  ...  5„=()e^"...  und  s  ==  ge^ 
definiert  sind.  Jede  der  Funktionen  Sn  besitzt  am  Rande  des  zu- 
gehörigen Polygons  Pn  den  konstanten  Wert  1  und  im  Punkte  0  den 
Wert  null.  Ferner  sind  die  Funktionen  l  (Sn)  harmonische  Funktionen 
nach  Ausschluss  des  Punktes  0,  in  welchem  sie  negativ  unendlich 
werden.  Da  die  Reihe  der  Funktionen  gn  eine  abnehmende  ist,  so  ist 
auch  die  Reihe  der  Funktionen  Sn  eine  abnehmende,  d  h.  es  ist  für 
jeden  Punkt  innerhalb  der  Fläche 

6'i  >  Sg  >  . . .  s„  >  s„_i  >...>«. 

Bezeichnet  a  einen  bestimmten  positiven  Wert  kleiner  als  1,  so  bilden 
die  Punkte,  in  denen  Sn  den  konstanten  Wert  cc  hat,  eine  einfach  ge- 
schlossene Kurve,  welche  den  Punkt  0  umgiebt.  Sucht  man  also  die 
Kurven  auf,  für  welche 
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ist,  so  folgt  aus  den  obigen  Ungleichungen,  dass  jede  dieser  Kurven 
ausserhalb  der  vorhergehenden  liegt.  Es  vrird  also  auch  der  Ort  aller 
der  Punkte,  in  denen  s  =  a  ist,  ausserhalb  aller  vorhergehenden  Kurven 
sich  befinden. 

Man  muss  zuvörderst  nachweisen,  dass  solche  Punkte  überhaupt 
im  Innern  von  F  vorhanden  sind.  Zu  dem  Zwecke  denke  man  sich 
ein  Polygon  Q  konstruiert,  dessen  Fläche  die  Fläche  F  ganz  ein- 
schliesst,  dessen  Umfang  aber  einen  oder  mehrere  Punkte  mit  der 
Kurve  C  gemein  hat.  Konstruiert  man  für  dieses  Polygon  Q  die  zum 
Punkt  0  gehörige  Green  sehe  Funktion  7,  so  ist  der  Wert  von  y  im 
Innern  von  F  kleiner  als  jede  der  Funktionen  g„,  also  auch  nicht 
grösser  als  die  Funktion  g.  Bezeichnet  man  mit  (>  den  Wert  a  =  gey^ 
so  ist  in  den  Punkten  von  F  s>  6.  Da  nun  die  Kurve  0  =  a  jeden- 
falls in  das  Innere  der  Fläche  F  eintreten  muss,  weil  sie  die  Punkte 
ausschliesst,  welche  das  Polygon  Q  mit  dem  Rande  C  gemein  hat, 
und  in  denen  0=1  ist,  so  sind  auch  im  Innern  von  F  Punkte  vor- 
handen, in  denen  s  gleich  oder  grösser  als  a  ist. 

Der  Ort  aller  der  Punkte,  in  denen  s  =  a  ist,  kann  nicht  eine 
geschlossene  Kurve  sein,  falls  sie  nicht  den  Punkt  0  einschliesst; 
denn  sonst  wäre  s  allenthalben  in  F  konstant,  was  zufolge  der 
Gleichung  l  (s)  =  g  -}-  l  (q)  unmöglich  ist.  Ebensowenig  können  die 
Punkte,  in  denen  s  =  a  ist,  im  Innern  von  F  gelegene,  nicht  ge- 
schlossene Kurven  bilden,  denn  bei  einer  harmonischen  Funktion  ist 
dieses  überhaupt  unmöglich.  Sonach  ist  nur  zu  zeigen,  dass  der  Ort 
der  Punkte  s  =  «  beliebig  nahe  an  den  Rand  C  heranrückt,  wenn  a 
beliebig  nahe  an  den  Wert  1  rückt,  dass  aber  die  Punkte  i>  =  a  den 
Rand  C  niemals  erreichen,  solange  a  kleiner  als  1  ist. 

Konstruiert  man  das  Polygon  P„  im  Innern  der  Kurve  C,  welches 
derselben  beliebig  nahe  gebracht  wird,  dadurch,  dass  man  n  beliebig 
gross  annimmt,  so  hat  auf  demselben  die  Funktion  6„  den  Wert  1 
und  jede  der  folgenden  Funktionen  einen  Wert,  der  kleiner  ist  als  1. 
Bestimmt  man  den  grössten  Wert,  welchen  die  Funktion  s  auf  diesem 
Polygon  annimmt,  und  nennt  man  denselben  a,  so  ist  für  alle  Punkte 
im  Innern  dieses  Polygons  der  Wert  von  s  kleiner  als  «;  alle  Punkte, 
in  denen  s>  a  ist,  liegen  also  zwischen  dem  Polygon  7\  und  der 
Kurve  Cj  d.  h.  sie  kommen  der  letzteren  beliebig  nahe. 

Die  Kurve  s'=  a  kann  dabei  den  Rand  niemals  erreichen.  Denn 
wird  wie  vorhin  das  Polygon  Q  konstruiert,  welches  mindestens  einen 
Punkt  mit  der  Kurve  C  gemein  hat,  im  übrigen  ganz  ausserhalb 
derselben  liegt,  so  ist  s  jedenfalls  nicht  kleiner  als  o. 
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Demnach  liegt  die  Kurve  s  ==  a  nicht  ausserhalb  der  Kurve  0  =  «. 
Die  Kurve  0  =  «  kann  nun  zwar  den  Rand  an  mehreren  Stellen 
durchschneiden^  sie  muss  aber  alle  die  Punkte  des  Randes,  welche 
zugleich  auf  dem  Polygon  Q  liegen,  in  bestimmter,  endlicher  Ent- 
fernung ausschliessen.  Denn  in  diesen  Punkten  ist  0  ==  1 .  Mithin 
muss  auch  die  Kurve  ö  =  a  von  diesen  Randpunkten  eine  endliche 
Entfernung  haben.  Da  nun  jeder  Punkt  des  Randes  willkürlich  zu 
einem  Eckpunkt  von  Q  gemacht  werden  kann,  so  hat  die  Kurve  s  =  « 
von   allen   Randpunkten  eine   endliche  Entfernung,   solange  a  <  1  ist. 

Um  zu  jedem  Randpunkte  C  den  Bereich  zu  konstruieren,  in 
welchem  die  Werte  von  s  beliebig  wenig  von  1  abweichen,  hat  man 
also  folgendermassen  zu  verfahren:  Es  sei  a  =  1  —  d,  man  konstruiere 
die  Kurve  s  =  «,  so  ist  in  allen  Punkten  der  Fläche  Fy  welche  ausser- 
halb dieser  Kurve  liegen,  der  Wert  von  s  um  weniger  als  d  von  1 
unterschieden. 

Sonach  ist  die  Existenz  der  Greenschen  Funktion  für  eine 
geschlossene  einfach  zusammenhängende  beliebig  berandete  Fläche 
gezeigt.  Nach  ganz  demselben  Verfahren  wird  sie  auch  bei  einer 
mehrfach  zusammenhängenden  Fläche  erkannt.* 

Diese  Funktion  besitzt  die  Eigenschaften,  welche  im  §  23  be- 
wiesen wurden. 

§40. 

Mittelst  der  Greenschen  Funktion  lässt  sich,  wie  im  §  24  an- 
gegeben wurde,  eine  Potentialfunktion,  welche  im  Innern  eines 
Gebietes  regulär  ist,  lediglich  durch  die  Werte  ausdrücken,  die  sie 
am  Rande  dieses  Gebietes  besitzt,  nämlich  in  der  Form 

271 J        dn  2ita'=oJ       dn 

Wir  haben  aber  daselbst  die  Zulässigkeit  der  vollzogenen  Grenz- 
übergänge noch  nicht  bewiesen  und  wollen  nun  direkt  zeigen,  dass 
durch  den  vorstehenden  Ausdruck  eine  harmonische  Funktion  für  das 
Innere  einer  beliebigen  Fläche   definiert  wird,   welche   am  Rande  der- 


*  Eine  ganz  ähnliche  Methode  wie  die,  nach  welcher  hier  die  Existenz  der  Funk- 
tion g  erkannt  worden  ist,  findet  sich,  wie  ich  später  bemerkte,  bei  Poincare  (Sur 
un  theoreme  de  la  Theorie  generale  des  fonctions;  Bullet,  de  la  Societe  Mathem., 
1883),  nur  dass  dort  die  Untersuchung  dadurch  leichter  wird,  dass  die  Rand- 
werte nicht  weiter  in  Betracht  kommen.  Der  Konvergenzbeweis  kann  auf  Grund 
meines  allgemeinen  Satzes  einfacher  geführt  werden,  als  es  dort  geschehen  ist. 
Das  Prinzip  der  Erweiterung  der  Polygone  geht  von  Berrn  Schwarz  aus, 
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selben  den  Wert  U  hat.  Mit  diesem  Nachweis  ist  die  Konstrnierbar- 
keit  einer  Potentialfunktion  aus  ihren  Randwerten  für  eine  einfach 
zusammenhängende  (und  ebenso  für  eine  mehrfach  zusammenhängende) 
im  Endlichen  gelegene  Fläche  mit  beliebig  gestaltetem  Rande  er- 
wiesen. Die  Randkurve  selbst  aber  muss  für  diese  Untersuchung,  da 
es  sich  um  eine  Integration  längs  des  Randes  handelt,  spezieller  als 
im  vorigen  Paragraphen  angenommen  werden:  sie  muss  ein  integrier- 
bares Bogeneleuient  dö  besitzen.  Um  weitere  Schwierigkeiten  zu 
vermeiden,  nehmen  wir  überdies  an,  dass  bis  auf  einzelne  Ecken  oder 
Spitzen  überall  eine  bestimmte  sich  stetig  ändernde  Tangente  vor- 
handen ist,  und  dass  die  Funktion  cos«,  welche  die  Richtung  der  Tan- 
gente angiebt,  keinen  Wert  unendlich  oft  annehmen  soll,  es  sei  denn, 
dass  sie  in  einem  ganzen  Intervall  konstant  ist. 

Wählt  man  die  Länge  a  des  Bogens,  gerechnet  von  einem  festen 
Punkt,  zum  Parameter,  so  lassen  sich  bei  solch  einer  Kurve  die 
Koordinaten  x  und  y  als  stetige  Funktionen  von  (5  definieren,  x  =  cp  (o) ; 
y  =  il)  ((?).  Da  keine  Doppelpunkte  vorkommen  sollen,  so  entsprechen 
verschiedenen  Werten  von  6  auch  immer  verschiedene  Punkte.  Nur 
zu  dem  Anfangs  wert  6  =  0  und  dem  Endwert  6  =  6^  gehört  der  näm- 
liche Punkt.  Der  Kosinus  des  Winkels,  den  die  in  der  Richtung 
wachsender  6  konstruierte  Tangente  mit  der  positiven  Abscissenachse 

(1 T 

bildet,  ist  cos«  ==  -7—  =  (p' {(^)-     Diese  Funktion  wird  nicht  unendlich 

und  ist  der  Voraussetzung  zufolge  stetig  bis  auf  einzelne  Stellen,  an 
denen  sie  eine  plötzliche  aber  bestimmte  Wertänderung  erleidet.  An 
einer  Spitze  besteht  diese  Wertänderung  in  einer  Umkehrung  des 
Vorzeichens.  Auch  kann  diese  Funktion  nicht  unendlich  viele  Os- 
cillationen  besitzen,  da  sie  keinen  Wert  unendlich  oft  annimmt.    Die- 

selben  Eigenschaften  bestehen  auch  für  die  Funktion:  cos  ß  =  -"^  =  ^' W> 

durch  welche  der  Winkel  zwischen  der  nämlichen  Richtung  der  Tan- 
gente und  der  positiven  Ordinatenachse   gemessen  wird,  und  überdies 

ist    9)'2-f  t/;'2=  1. 

Solch  eine  geschlossene  Kurve  hat  geometrisch  folgende  Eigen- 
schaft: Eine  jede  Gerade,  welche  die  Kurve  schneidet,  schneidet  sie 
nur  in  einer  endlichen  (geraden)  Anzahl  von  Punkten  (es  sei  denn, 
dass  sie  eine  ganze  Strecke  mit  der  Kurve  gemein  hat),  denn  wählt 
man  die  Gerade  zur  Abscissenachse  (was  von  einer  Richtung  gilt, 
gilt  auch  von  allen  übrigen),  so  muss  zwischen  je  zwei  Schnittpunkten 
mindestens  ein  Punkt  vorhanden  sein,  in  welchem  die  Ordinate  y, 
welche  stetig  von  0  zu  0  variiert,  einen  Maximalwert  erlangt.     Dieser 
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Punkt  ist  entweder  eine  Ecke  resp.  Spitze,  oder  ein  Punkt,  in  welchem 
die  Tangente  parallel  der  schneidenden  Linie  ist.  Da  weder  das  eine 
noch  das  andere  unendlich  oft  eintreten  kann,  so  kann  es  auch  nicht 
unendlich  viele  Schnittpunkte  geben. 

Die  Funktion  U  soll  vorläufig  eine  durchaus  eindeutige  und  stetige 
Funktion  der  Randpunkte,  also  des  Parameters  6  sein. 

Der  erste  Teil  des  obigen  Ausdruckes  stellt  nun  eine  harmonische 
Funktion  dar,  welche  bei  Annäherung  an  einen  regulären  Randpunkt 
s  nach  dem  Wert 


|^+2'^/^('''')'-2^+i^ 


eine 


2 

konvergiert,  und  bei  Annäherung  an  einen  Eckpunkt  mit  der  Winkel- 
öffnung a  nach  dem  Wert 

Mithin  ist  zu  zeigen,  dass  durch  die  Former-  lim  /  U ^—^da' 
harmonische  Funktion  definiert  wird,  die  bei  Annäherung  an  einen 
Randpunkt  s  stetig  in  den  Wert  —  ^  U  -\-  ^  P,  resp.  in  den  Wert 
—  ^r—  U -}-  ~P  konvergiert. 

Das  Integral,  um  welches  es  sich  hierbei  handelt,  werde  folgender- 
massen  definiert.  An  Stelle  der  Randkurve  C  betrachte  man  eine 
andere  geschlossene,  innere  Kurve  C,  die  in  beliebiger  Nähe  des 
Randes  verläuft,  und  deren  Punkte  im  allgemeinen  eindeutig  auf  die 
Punkte  der  Kurve  C  bezogen  sind,  derart,  dass  die  entsprechenden 
Punkte  beider  Kurven  zusammenfallen,  wenn  die  Kurve  C  beliebig 
nahe  an  die  Kurve  C  heranrückt.  Auf  dieser  neuen  Kurve  C  ver- 
teile man  die  Werte  der  stetigen  Funktion  U  so,  dass  in  einem 
Punkt  der  Kurve  C  der  Wert  von  U  der  nämliche  ist,  wie  in  dem 
entsprechenden  Punkt  der  Kurve  C. 

Eine  Kurve  C  dieser  Art  kann  man  z.  B.  in  folgender  Weise  her- 
stellen: Man  ziehe  das  System  von  Geraden,  welches  einer  Richtung 
z.  B.  der  Ordinatenachse  parallel  ist,  und  schneide  jedesmal  von  dem 
Punkte  aus,  in  welchem  die  Gerade  den  Rand  trifft,  eine  konstante, 
beliebig  kleine  Strecke  d  auf  der  Geraden  nach  der  Innenseite  der 
Fläche  ab.  Der  Ort  aller  dieser  Punkte  liefert  eine  Kurve  C  der 
verlangten  Art,  und  hat  im  allgemeinen  die  Gleichung  x'  =  cp  (A), 
3/' =  1/;  (A)  +  (^.     Nur   bei   Annäherung   an   solche    Gerade,    welche   die 
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Kurve  tangieren  (oder  bei  denen  zwei  Schnittpunkte  in  eine  Ecke 
resp.  Spitze  zusammenrücken)  muss  man  in  der  Umgebung  des  Be- 
rührungspunktes etwas  anders  verfahren.  Berührt  die  Gerade  die  Kurve 
von  aussen,  so  giebt  es  in  ihrer  Nähe  eine  parallele  Gerade,  auf  welcher 
die  beiden,  der  Kurve  C  angehörigen  Punkte  zusammenrücken,  die- 
jenige nämlich,  auf  welcher  die  beiden  Schnittpunkte  mit  C  die  Ent- 
fernung 2d  voneinander  haben.  Mithin  schliesst  sich  die  Kurve  C 
bereits  in  diesem  Punkt,  der  zugleich  ein  Eckpunkt  wird;  derselbe 
soll  dann  auch  allen  weiteren  Punkten  C,  welche  in  der  Umgebung 
des  Berührungspunktes  liegen,  entsprechen.  Die  Funktion  U  erleidet 
dann  auf  der  Kurve  C  eine  plötzliche  Wertänderung,  die  aber  beliebig 
klein  ist,  wenn  C  und  6"  zusammenrücken.  Berührt  die  Gerade  des 
Parallelsystems  die  Kurve  auf  der  Innenseite,  so  entsprechen  dem 
Berührungspunkt  zwei  verschiedene  Punkte  auf  C";  um  die  Kurve  C 
zwischen  diesen  Punkten  zu  schliessen,  verbinde  man  dieselben  mit 
einem  beliebig  kleinen  Bogen,  der  ganz  im  Innern  von  C  gelegen  ist. 
Allen  Punkten  dieses  Bogens  entspricht  nur  ein  Punkt  auf  der  Kurve 
C,  und  der  Wert  von  U  ist  auf  diesem  Bogen  konstant.  Die  Kurve 
C  ist  eine  zu  C  parallele  Kurve,  weil  dx'  =  dx^  dy'  =  dy.  Abgesehen 
von  den  beiden  Arten  von  Ausnahmestellen  sind  entsprechende  Bogen 
von  C  und  C  gleich  lang,  denn  sie  sind  durch  Parallelverschiebung 
aufeinander  bezogen,  und  C  hat  nur  da  Ecken  resp.  Spitzen,  wo  der 
entsprechende  Punkt  von  C  eine  Ecke  oder  Spitze  ist.  Das  Bogen- 
element  der  Kurve  C  heisse  do'. 

Man  bilde  die  harmonische  Funktion  ii'.^,  welche  in  jedem  Punkt  0 
der  Fläche  durch  das  Integral 


^      2%  I       dfi! 


definiert  ist.  Dabei  soll  (j  die  zum  Punkt  0  gehörige  Greensche 
Funktion   für  die    von   der  Kurve  C  umschlossene  Fläche   F  sein:  -^, 

aber  die  Ableitung  dieser  Funktion,  gebildet  längs  der  Kurve  C 
nach  der  inneren  Normalen.  Ebenso  erstreckt  sich  die  Integration 
nicht  über  die  Randkurve  C,  sondern  über  die  Kurve  C.  Dass  die 
Funktion  n\  eine  harmonische  Funktion  ist  für  alle  inneren  Punkte 
der  Fläche  F,  ist  evident.  Denn  betrachtet  man  den  Wert  von  g  in 
einem  Punkt  der  Kurve  C  als  Funktion  der  Koordinaten  ^,  rj^  des 
Punktes  b'  und  der  Koordinaten  x,  y  des  Punktes  0,  so  ist  der  Wert 
ff  (^,  )tj  X,  y)  darstellbar  als  diejenige  Greensche  Funktion,  welche  zum 
Pol  I,  Yi   gehört,    also    gleich  g  (x,  y.  ?,  r;).      Stellt    man    diese    letztere 
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Funktion  in  der  Umgebung  des  Punktes  xy  durch  ihre  Fouriersche 
Reihe  dar,  indem  man  xy  zum  Anfangspunkt  eines  Polarkoordinaten- 
systems Tj  cp  wählt,  so  sind  die  Koeffizienten  dieser  Reihe  bestimmte 
Integrale,  die  sich  in  der  Umgebung  des  Punktes  ^,  iq  als  Potenz- 
reihen der  Koordinaten  |,  y]  darstellen   lassen.     Mithin   sind   auch  alle 

o'emischten  Ableituno;en,  wie  -^^  ^    „;  -^ — ^^-^  u.  s.  w.  reguläre  Funktionen 

"  °  dt^ÖX^      O'YIOX^  ° 

in  der  Umgebung  der  Stellen  x,  y,  ^^  r],  und  folglich  wird 
■,         l 


+ 


-.J''MI^*if)-''-'>- 


dx"    '    dy^       2: 

Nun  ist  zu  untersuchen,  welche  Grenzwerte  U'2  diese  Funktion 
in  den  Punkten  des  Randes  C  besitzt.  Lässt  man  den  Punkt  0  in 
einen  Randpunkt  —  er  heisse  .S"  —  rücken,  so  geht  die  Greensche 
Funktion,  sowie  ihre  Ableitung  in  den  Punkten  der  inneren  Kurve  C 

gleichmässig   stetig  in  den  Wert  M      )    und   7;—,  ll      j  über,  wobei  q 

die   Entfernung    des    Punktes   s    von    den  Punkten    der  Kurve  C    be- 
deutet (§  28).     Es  ist  also  für  die  Punkte  des  Randes  d 

lim u',  =  U\  =  ^     I  TJ  ^ ,l{^)  da'. 

Wenn  die  Parallelkurve  C  immer  näher  an  den  Rand  C  kon- 
struiert wird,  so  ändern  sich  die  Werte  der  harmonischen  Funktion  n'c,, 
sowie  ihre  Randwerte  l]\.  Es  soll  der  Grenzwert  bestimmt  werden, 
den   IJ\  bei  diesem  Prozesse  erhält. 

Zu  dem  Zwecke  fixiere  man  auf  der  Rand  kurve  C  einen  beliebig 
kleinen  Bogen  0^ ,  in  dessen  Innern  der  Randpunkt  s  liegt.  Auf  diesem 
Bogen  öj  sollen  die  Werte  der  stetigen  Funktion  U  um  weniger  als 
eine  beliebig  kleine  Grösse  e  voneinander  differieren.  Errichtet  man 
in  de4  Endpunkten  dieses  Bogens  die  Parallelen,  so  schneiden  sie 
auf  der  Parallelkurve  C  einen  Bogen  ö\  aus,  dessen  IMnkte  den 
Punkten  von  (5^  entsprechen.  Die  übrigen  Teile  von  G  und  C  seien 
mit  ö^  und  o\  bezeichnet.  Das  Integral  ü\  zerlegt  sich  in  zwei  Teile, 
von  denen  sich  der  eine  auf  (?'j,  der  andere  auf  (j'g  bezieht;   es  ist 

v,  =  y  fu /,  i  (-1)  do\ +^  i'u ,"-,  i (A)  dö\. 

^      2'JtJ       dn'    \q/        ^      27tJ       dn'     \Q/        ^ 

Wenn  nun  die  Kurve  C  immer  mehr  an  die  Kurve  C  heranrückt, 
durch  Verkleinerung  ihres  Abstandes  ö,  so  gehen  im  zweiten  Integral 
die  Werte   von    ()   gleichmässig  stetig  in  die  Werte  über,    welche  die 
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Entfernungen    des    Punktes  s    von    den  Punkten    des  Bogens    a^    aus- 
drücken: also  ist 


). 


lim-^   ('u^,l(^Ada\=^   rul-l(^)d6,=  ^  füida, 

Dieser  Übergang  ist  auch  ein  gleichmässiger  in  Bezug  auf  alle 
Randpunkte  s,  d.  h,  hat  man  jeden  Randpunkt  5  mit  einem  Bogen- 
stück  (9j  umschlossen,  so  wird  die  Kurve  ö'  so  fixiert  werden  können, 

1       /• 
dass   sich   bei   allen  Werten   von   s   der  Wert  von  ^-    /  U{d6^),  nur 

noch    beliebig    wenig    von    dem   Wert    ^—    1  ü ^,l\.      )  da\    unter- 
scheidet.     Denn    die    Funktion    ^— ^  U  — )    ist    eine    stetige    Funktion 

dn     \Q/ 

ihrer  Argumente.     (Es   gilt  dies  auch  für  die  besonders  konstruierten 
Ausnahmepunkte-,    die    beliebig    kleinen  Bögen,    die    man   bei  innerer 
Berührung    eingeführt    hat,    können    so   konstruiert  werden,    dass  auf 
denselben  die  Integralwerte  überhaupt  beliebig  klein  werden.) 
Das  andere  Integral  hat  den  Wert 


lfw.\). 


2 

Bezeichnet  man  mit  Ug  den  Wert  von  U  im  Punkte  s  und  beachtet, 
dass  die  Werte  von  Ü  längs  des  Bogens  6^  also  auch  g\  um  weniger 
als  £  voneinander  differieren,  so  kann  man  dieses  Integral  gleich 
setzen: 

^  Uj'(da\\  ±  (<  e  ^y^abs  {da\)). 

Es  ist  aber  f{da\)s  gleich  dem  negativen  Winkel,  un^er  welchem 
das  Bogenele'ment  ö\  vom  Punkte  s  aus  erscheint.  Dieser  Winkel 
werde  mit  ß'  bezeichnet;  also  ist  der  vorstehende  Wert  gleich 

Lässt  man  die  Kurve  C  an  die  Kurve  C  beliebig  heranrücken, 
so  geht  ß'  in  den  Winkel  über,  welchen  die  vom  l^unkte  s  an  die 
Endpunkte  des  Bogens  6^  gezogenen  Linien  miteinander  bilden,  und 
zwar  in  denjenigen  Scheitelwinkel,  der  dem  Innern  der  Fläche  F  zu- 
gekehrt ist.     Bezeichnet  man  diesen  Winkel  mit  /3,  so  ist 


lim  l\--  lu,±  (<  .Jim  ^^yibsO/«'.),,)  +  i^fuide. 


.).■ 
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Indem  man  nun  den  Bogen  a^  beliebig  klein  werden  lässt,  geht 
ß  in  den  Wert  7t  über,  wenn  s  ein  regulärer  Randpunkt,  und  in  den 
Wert  Kj  wenn  .s  ein  Eckpunkt  mit  der  Winkelöffnung  a  ist;  ferner 
konvergiert  s  nach  null,  und  Jabs  {do\)s  bleibt  endlich,  weil  unendlich 
viele  Wendungen  auf  jedem  Bogenstück  ausgeschlossen  sind;  endlich 
wird  (§  10): 

Sonach  erkennt  man,  dass 

ist.  Der  Übergang  von  TJ^  in  diesen  Grenzwert  U^  ist  für  alle  Rand- 
punkte s  ein  gleichmässiger,  d.  h.  zu  jeder  vorgeschriebenen  beliebig 
kleinen  Zahl  ri  lässt  sich  eine  Lage  der  Kurve  C  angeben,  so  dass 
die  Werte  der  Funktion  TJ^,  welche  von  dieser  Kurve  geliefert  werden, 
sich  allenthalben  auf  C  um  weniger  als  r]  von  C/g  unterscheiden.  Denn 
es  ist 

^'^ = - 1^  ^'  ±  (<  ^  Lß"^^  ^''^^) + Lß'h '  ©  ^'^^ 

Man  kann  nun  zuerst  ^^  so  klein  wählen,  dass  s  beliebig  klein 
wird,  und  folglich 

«  (2^  /  ^^^  (^^'i)^+  2jt  ^^^  f  ^^^  (^^'i)v  <  's 

wird;  ferner  kann  man  den  Abstand  8  der  Kurve  C  von  der  Kurve  C 
so  klein  wählen,  dass  der  Unterschied  der  Winkel  /3'  und  ß  dem  Be- 

trage  nach  kleiner  wird  als  ^  •     Denn  es  misst  ß  den  Winkel,  unter 

welchem  die  zum  Bogen  G^  gehörige  Sehne  von  s  aus  erscheint, 
während  /3'  der  Winkel  ist,  welcher  zu  der  um  das  Stück  d  parallel 
verschobenen  Sehne  gehört,  deren  Endpunkte  stets  eine  angebbare 
endliche  Entfernung  von  s  haben.  Nennt  man  diese  Entfernung  a, 
so   ist   der  Unterschied  zwischen  /3'  und  ß  überall  dem  Betrage  nach 

kleiner    als    2  aresin      •      Desgleichen    ist    in    den   letzten    Integralen 

der  obigen  Ausdrücke  q  die  Entfernung  des  Punktes  s  von  einem 
Kurvenpunkt  x,  y,  während  q'  die  Entfernung  desselben  Punktes  s 
von  dem  Punkte  x,  y  -\-  ö  bedeutet,  und  weder  q  noch  q'  werden  längs 
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(7^  und  ö'g  zu  null.  Dass  auch  die  besonders  konstruierten  Stücke 
der  Kurve  C  diese  Vergleichungen  nicht  beeinflussen,  ist  ohne  Schwierig- 
keit zu  erkennen.  Denn  hat  man  für  die  Umgebung  eines  Randpunktes  Sy 
der  zu  einer  singulären  Behandlung  Anlass  gab,  den  Bogen  a^  der 
ersten  Forderung  gemäss  angenommen,  so  wird  die  zu  diesem  Bogen 
gehörige  Sehne  (resp.  ihre  Verlängerung),  die  wir  parallel  der  Ver- 
schiebungsrichtung wählen  können,  von  den  Kurven  C  in  zwei  Punkten 
geschnitten,  die  mit  Verkleinerung  von  d  nach  den  Endpunkten 
der  Sehne  konvergieren.  Daraus  lässt  sich  wiederum  einsehen,  dass 
man  den  Wert  Ö  so  klein  fixieren  kann,  dass  für  alle  Punkte  s,  die 
innerhalb  6^  liegen,  der  Winkel,  unter  welchem  die  zu  ö^  gehörige 
Sehne  erscheint,  beliebig  wenig  von  dem  Winkel  ß'  sich  unter- 
scheidet, der  zu  der  Sehne  des  Bogens  (3\  gehört.  Die  gleichmässige 
Konvergenz  von  U'2  in  U^  besteht  sonach,  wie  man  hieraus  er- 
sieht, unabhängig  von  den  Werten  U,  in  der  Umgebung  aller  Stellen, 
an  denen   f/,,  wie  vorausgesetzt  wurde,  stetig  ist. 

Hieraus    folgt,    dass   die  Funktion   ^^,  =  lim  ^--    1  U  :^,  da'   eine 

harmonische  Funktion  ist,  die  stetig  in  die  Randwerte  U^  übergeht. 
Denn  wir  können  dem  im  §  20  bewiesenen  Satze  allgemein  die  folgende 
Fassung  geben:  Ist  für  eine  Fläche  eine  unendliche  Folge  von 
harmonischen  Funktionen  u^^\  u^^\  ...  u^"\  ...  gegeben,  deren 
Randwerte  üy\  ÜJ^'^\,.,  W">,...  stetige  Funktionen  sind,  welche 
gleichmässig  nach  einer  Funktion  U^  konvergieren,  so  kon- 
vergiert auch  die  Folge  der  harmonischen  Funktionen  u^^^ 
nach  einer  harmonischen  Funktion  ?f,  welche  gleichmässig 
in  die  Randwerte   ü,  übergeht. 

Für  die  Fläche  F  ist  sonach  erstlich  eine  harmonische  Funktion  11^ 
konstruiert  worden,  mit  den  Randwerten 


U  +  Ip,     resp.     {i-~)u+yF 


sodann  eine  harmonische  Funktion  u.^  mit  den  Randwerten 


also  ist 


.  _  u.  =  ^-    /V4-  d<^  -  lim  ^   fu^"^,  da' 


eine    harmonische    Funktion    für    das    ganze    Innere    von    I\    welche 
stetig   in   die   vorgeschriebenen  Randwerte   J^  übergeht.     Diese  Funk- 
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tion    ist    die    einzig    mögliclie,    welche    zu    diesen    Randwerten    ge- 
hört (§  22).* 

§  41. 
Bevor  wir   unsere  Untersuchungen   weiter  ausdehnen   auf  solche 
Fälle,   wo   U  eine  Unterhrechung   der  Stetigkeit  erfährt,   ist   ein   all- 
gemeiner Satz  über  die  Eindeutigkeit  der  Bestimmung  einer  Potential- 
funktion zu  beweisen,  der  Satz  nämlich,  welcher  im  §  34  nur  für  die 
dort  behandelte  besondere  Art  von  Randkurven  erledigt  ist.     Es  lässt 
sich  aber  auch  die  daselbst  angewandte  Methode  des  Beweises  benutzen. 
Wenn  eine  harmonische  Funktion  u  zu  beiden  Seiten  einer  Band- 
steile  s  stetig  nach   Werten  U  konvergiert ^  die  selbst  eine  stetige  Funk- 
tion auf  dem  Rande  bilden  und  in  s  den  Wert  Us  haben,  während  das 
Verhalten  von  u  beim  Übergang  in  die  betreffende  Randstelle  fraglich  ist,  je- 
doch so^  dass  die  Funktion  daselbst  jedenfalls  endlich  bleibt,  so  konver- 
giert dieselbe  auch  an  dieser  Stelle  nach  dem   Werte  Us  und  ist  in  der 
Umgebung  der  Stelle  durchaus  stetig. 
Die  betreffende  Randstelle   soll   zunächst   keine  Ecke  oder  Spitze 
sein,  vielmehr  soll  die  Kurve  daselbst  überall  eine  sich  stetig  ändernde 
Tangente    besitzen.     Doch   kann   die  Kurve   auch   konvex  nach   innen 
liegen,  sowie  Wendepunkte  besitzen.    Zu  beiden  Seiten  der  Stelle  trage 
man  ein  beliebig  kleines  Bogenstück  ab;  die  Endpunkte  dieser  Stücke 
verbinde   man   durch   eine  beliebige  Kurve   ohne   Ecken   und   Spitzen, 
die  im  Innern  der  gegebenen  Fläche  verläuft.    In  dieser  neugebildeten 
Fläche  besitzt   die  harmonische  Funktion  u  bestimmte  stetige  Werte, 
auch  am  Rande  ist  sie  überall   stetig,   mit  Ausnahme  des  Punktes  s 
in  dessen  Umgebung  das  Verhalten  unbekannt,  jedoch  ein  endliches 
ist.     Man  kann  nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  eine 
harmonische  Funktion  u!  konstruieren,  welche  überall  stetig  ist  und 
die   nämlichen   Randwerte   besitzt;   an   der   Stelle   s  konvergiert  diese 
Funktion  stetig  nach  dem  Werte  Us- _   Es  ist  zu  zeigen,  dass  die  Dif- 
ferenz u  —  u'  gleich   null   ist.     Also  ist  folgender,   im  Vergleich  zum 
obigen  einfacherer  Satz  zu  beweisen. 

Wenn  eine  harmonische  Funktion  v  auf  dem  Rande,  der  keine 
Ecken  und  Spitzen  hat,  allenthalben  den  Grenzwert  null   besitzt  und 

*  Die  vorstehende  Formel  ist  deshalb  von  besonderem  Wert,  weil  die  Be- 
trachtungen, mittels  deren  sie  bewiesen  ist,  auch  für  die  Potentialfunktionen  im 
Räume  in  analoger  Weise  gelten.  Bei  der  Formel  im  nächsten  Paragraphen,  welche 
sich  auf  analytische  Begrenzungen  bezieht,  ist  diese  Übertragung  nicht  möglich, 
solange  nicht  ein  analoger  Satz  über  die  Fortsetzbarkeit  einer  Potentialfunktion 
zu  beiden  Seiten  einer  analytischen  Fläche  bewiesen  ist,  was  eine  bisher  noch 
ungelöste  Aufgabe  ist. 

Harnack,  Die  Grundlagen  etc.  9 
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mit  Ausnalime  eines  Randpunktes  ^  in  dessen  Umgebung  die  Funktion 
nielit  näher  bestimmt  ist,  als  dass  sie  endlich,  kleiner  als  eine  be- 
stimmte Grösse  K  bleibt,  so  ist  sie  (wenn  hebbare  Unstetigkeiten 
ausgeschlossen  sind)  überall  gleich  null. 

Man  umschliesse  (wie  im  §  34)  die  Randstelle  s  mit  einem  be- 
liebig kleinen  Bogenstück  a  und  bezeichne  mit  W  die  Randfunktion, 
welche  im  Bogenstück  a  den  Wert  K  hat,  sonst  allenthalben  auf  dem 
Rande  null  ist.     Bildet  man  nun  das  Integral 


'-kf 


w=^-      W{da\, 


so  stellt  dasselbe  eine  harmonische  Funktion  dar,  mit  den  Randwerten 
W  -{-  Py  wobei  P  in  jedem  Randpunkt  s  den  Wert  hat 


P  =  -^  fw  {da),  =  ^K  C{da\. 


Die  Grösse  P  braucht  nun  nicht  mehr  überall  positiv  zu  sein,  aber 
ihr  Betrag  wird  beliebig  klein,  wenn  man  das  Bogenstück  a  beliebig 
verkleinert.  Denn  für  einen  Punkt  s,  der  ausserhalb  des  Bogens  a 
liegt,  stellt  /  (^«).s  (mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen)  den 
Winkel  dar,  unter  welchen  das  Stück  a  von  s  aus  gesehen  wird.  Für 
einen  Endpunkt  von  a  misst  dasselbe  Integral  den  Winkel  zwischen 
der  Tangente  des  Punktes  und  der  zum  Bogen  a  gehörigen  Sehne. 
Für  einen  Punkt  s  im  Innern  von  a  ist  der  Wert  gleich  der  Summe 
der  Winkel  zwischen  der  Tangente  des  Punktes  und  den  an  die  End- 
punkte des  Bogens  führenden  Sehnen.  Man  sieht  also  ein,  dass  man, 
da  die  Tangenten  auf  dem  Rande  sich  stetig  ändern  sollen,  a  so  klein 
wählen  kann,  dass  für  alle  innerhalb  a  gelegenen  Punkte  der  Wert  des 
Integrals  beliebig  klein  wird  und  dass  man  weiterhin  a  so  , verkleinern 
kann,  dass  dasselbe  auch  für  alle  ausserhalb  gelegenen  Punkte  eintritt. 
Die  Differenz  w  —  v  ist  nun  entweder  allenthalben  positiv,  oder 
wenn  sie  negativ  werden  sollte,  nicht  kleiner  als  der  negative  Maximal- 
betrag von  P.  Denn  in  den  Randpunkten  ausserhalb  a  ist  W—  V  =-  P, 
in  den  Punkten  innerhalb  a  ist  W  —  V  =  K  -{-  Pj  und  insbesondere 
an  dem  fraglichen  Punkt  s  ist  W—  V  ebenfalls  noch  grösser  als  P, 
weil  der  Grenzwert  von  w  gleich  K  ist,  während  der  Betrag  von  v 
kleiner  als  K  bleibt.  In  einem  Endpunkt  von  a  ist  diese  Differenz 
QK+P,  wobei  0  einen  echten  Bruch  bezeichnet.  Bezeichnet  man 
den  grössten  Betrag  von  P  mit  d,  so  ist 

w  —  v>  —  d. 
Ebenso  steht  fest,  dass 

--  w  —  V  <C-\-  ö. 
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Lässt  man  a  nach  null  konvergieren,  so  werden  Ö  und  w  beliebig 
klein,  also  ist  auch  in  allen  Punkten  v  =  0. 

Wenn  aber  der  fragliche  Randpunkt  eine  Ecke  bildet,  mit  einem 
Winkel  1%,  wobei  0  <  A  <  2,  und  die  Tangenten  in  das  Innere  der 
Fläche  eintreten,  so  muss  man  diesen  Fall  auf  den  vorigen  durch  kon- 
forme Abbildung  zurückführen,  indem  man  die  beiden  Tangenten  im 
Eckpunkt  in  eine  Gerade  transformiert.  Macht  man  die  Ecke  zum 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  0  =  x  -[-  iy  und  nimmt  man  an,  da 
man  es  mit  einer  analytischen  Transformation  zu  thun  hat,  dass  die 
beiden  sich  daselbst  schneidenden  Kurven  von  analytischem  Charakter 
sind  (siehe  den  folgenden  Paragraphen),  so  verwandelt  die  Substitution 

s  =  ^^    oder    r  (cos  (p  -\-  i  sin  cp)  =  q^  (cos  lip  -j-  i  sin  /li^) 

den  Eckpunkt  in  den  Punkt  ()  =  0,  und  die  beiden  Tangenten  cp  =  0 
und  g)  =  Itc  in  die  Achse  tp  =  0  und  il)  =  it.  Die  analytischen  Kurven 
transformieren  sich  in  Kurven,  welche  die  beiden  Hälften  dieser  Achse 
berühren,  die  harmonische  Funktion  u  (x,  y)  geht  über  in  eine  har- 
monische Funktion  u  (^,  t^),  welche  nur  im  Nullpunkt  einen  singulären 
Punkt  hat.  Da  diese  Funktion  zu  beiden  Seiten  der  Nullstelle  stetig 
bleibt,  so  ist  sie  auch  nach  dem  vorigen  Satz  in  der  Umgebung  der 
Nullstelle  stetig  und  folglich  gilt  dasselbe  für  die  ursprüngliche  Funk- 
tion u  {Xy  y)  in  der  Umgebung  der  Ecke. 

Auch  der  Fall  von  Spitzen  (A  =  0  oder  A  =  2)  lässt  sich  durch 
eine  analoge  Transformation  erledigen.  Jedoch  ist  folgende  Betrach- 
tung einfacher. 

Für  den  Fall  A  =  0  betrachte  man  einen  beliebigen  Ausschnitt 
der  gegebenen  Fläche,  der  diese  Spitze  und  keine  einspringenden  Ecken 
enthält.  Man  umschliesse  dieses  Gebiet  mit  einer  neuen  Kurve,  z.  B. 
mit  einem  Kreis,  der  im  übrigen  ganz  beliebig  verläuft  und  nur  durch 
die  Spitze  hindurchgeht.  Wenn  man  auf  diesem  Kreise  die  harmo- 
nische Funktion  w  =  —  K  I  (da)x  konstruiert,  wobei  a  einen  beliebig 

kleinen  Teil  der  Peripherie  bedeutet,  welcher  die  Spitze  umgiebt,  so 
ist  w  allenthalben  grösser  als  v,  und  —  iv  allenthalben  kleiner  als  ?;; 
da  aber  w  nach  null  konvergiert,  wenn  a  beliebig  klein  wird,  so  ist 
auch  V  gleich  null. 

Wenn  1  =  2  ist,  hat  man  zu  unterscheiden,  ob  die  beiden  Kurven- 
zweige auf  verschiedenen  Seiten  der  Tangente  liegen  oder  nicht.  Im 
ersteren  Falle  verwandelt  die  Substitution  s  =  ^^  die  Umgebung  der 
Spitze  konform  in  die  Umgebung  eines  Winkels  von  der  Grösse  ;r; 
den  anderen  Fall  kann  man  durch  eine  andere  Art  konformer  Trans- 
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formation  auf  den  vorigen  zurückfüliren.  Legt  man  nämlich  durcli 
die  Spitze  eine  analytische  Kurve,  welche  zwischen  den  beiden  Kurven- 
zweigen verläuft,  so  kann  man,  wie  im  nächsten  Paragraphen  be- 
sprochen wird,  eine  Transformation  angeben,  durch  welche  die  analy- 
tische Kurve  in  eine  Gerade  übergeführt  wird.  Die  beiden  Kurvenzweige 
bilden  dann  eine  Spitze  zu  beiden  Seiten  dieser  Geraden. 

Im  vorstehenden  ist  allgemein  der  Satz,  soviel  ich  weiss  zum 
ersten  Mal,  bewiesen: 

Eine  harmonische  Funldion  ist  vollständig  hestimmty  wenn  ihre 
Bandwerte  gegeben  sind,  auch  dann^  wenn  in  einzelnen  Punkten  des 
Randes  das  Verhalten  der  Funktion  unbestimmt  gelassen  ^  jedoch  ge- 
fordert wirdj  dass  sie  endlich  bleibt. 

Sind  inbesondere  die  Randwerte  stetig  auch  zu  beiden  Seiten 
der  Randpunkte,  so  muss  auch  die  harmonische  Funktion  durchaus 
stetig  sein. 

Die  Randkurve  selbst  ist  beliebig;  nur  soll  sie  bis  auf  einzelne 
Punkte  eine  sich  stetig  ändernde  Tangente  haben.  In  der  Umgebung 
dieser  singulären  Punkte  haben  wir  der  Einfachheit  halber  voraus- 
gesetzt, dass  die  Kurvenstücke  analytisch  sind. 

§  42. 

Die  Untersuchungen  des  §  40  lassen  sich  ausdehnen,  indem 
man  annimmt,  dass  die  Funktion  TJ  an  einzelnen  Punkten  des  Randes 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet,  indem  sie  daselbst  entweder 
unbestimmt,  jedoch  endlich  wird  oder  eine  bestimmte  sprungweise 
Wertänderung  erfährt.  Die  Beweise  werden  indessen  umständlich, 
zumal  wenn  jene  Punkte  zugleich  Eckpunkte  auf  dem  Rande  sind; 
ich  ziehe  es  daher  vor  nunmehr  die  Fälle  zu  betrachten,  wo  die  Be- 
grenzung von  einer  analytischen  Kurve  oder  von  Stücken  solcher 
Kurven  gebildet  wird,  wobei  auch  Ecken  und  Spitzen  zugelassen 
werden  und  für  diese  die  Aufgabe  vollständig  zu  erledigen. 

Eine  Kurve  heisst  eine  analytische,  wenn  die  Koordinaten  x  und 
y  ihrer  Punkte  durch  Reihen  definierbar  sind,  welche  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  einer  Variabelen  t  fortschreiten,  und  zwar  soll  bei 
unseren  Betrachtungen  ein  Kurvenpunkt  ein  regulärer  heissen,  wenn 
sich  für  die  Koordinaten  in  der  Umgebung  derselben  Potenzreihen  an- 
geben lassen,  bei  denen  die  Ableitungen  -^  und  —  nicht  beide  zu- 
gleich verschwinden.  In  diesem  Falle  lässt  sich  dann  auch  y  durch  eine 
Potenzreihe  nach  x,  oder  x  durch  eine  Potenzreihe  nach  y  ausdrücken. 
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Wenn  eine  harmonische  Funktion  längs  eines  analy- 
tischen Kurvenstückes,  das  keine  singulären  Punkte  enthält, 
selbst  eine  analytische  Funktion  des  Parameters  t  ist,  d.  h. 
durch  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  t  fortschrei- 
tende Reihe  definiert  ist,  so  lässt  sie  sich  immer  zu  beiden 
Seiten  der  Kurve  fortsetzen  oder  anders  ausgedrückt,  das 
analytische  Kurvenstück  bildet  dann  nicht  die  natürliche 
Begrenzung  der  Funktion.     Denn  setzt  man 

k=  CO 

X  ==  (p{t)j    y  =  iij(t)    also    X  -\-  iy  =  q)  (t)  -{-  iip  (t)  =^  ak  t^ 

k=0 

und  erteilt  man  der  Variabelen  t  komplexe  Werte  t^-i-  it^y  so  wird 
durch  die  Gleichung 

yfc=0 

solange  die  Potenzreihe  konvergiert,  ein  Gebiet  von  Punkten  ^,  y  de- 
finiert, welches  die  ursprüngliche  Kurve,  für  die  ^2  =  ^  ist,  in  seinem 
Innern  enthält. 

Zu  jedem  Wert  von  t^  +  it<.z  gehört  ein  bestimmter  Punkt  und  um- 
gekehrt entspricht  auch  jedem  Punkt  nur  ein  Wert  des  Parameters, 
wenn  das  Gebiet  von  t^  und  t^  so  eingeschränkt  wird,  dass  innerhalb 

desselben  —  nicht  verschwindet.  Deutet  man  t^  und  t^  als  die  recht- 
winkligen Koordinaten  eines  Punktes,  so  wird  durch  die  obigen 
Gleichungen  ein  Gebiet  der  Ebene  x,  y  konform  auf  einen  Kreis  der 
Ebene  t^,  t^  abgebildet  und  zwar  so,  dass  der  ursprünglich  gegebenen 
Kurve  die  Gerade  t^  =  0,  dem  Punkte  ^j  =  0,  ^2  =  ^  der  Mittelpunkt 
des  Kreises  entspricht.  Jede  im  Innern  des  Kreises  eindeutige  har- 
monische Funktion  ist  zugleich  eine  eindeutige  harmonische  Funktion 
für  das  entsprechende  Gebiet  der  rr^-Ebene.  Die  Eigenschaft  der 
konformen  Abbildung  spricht  sich  in  den  Gleichungen  aus: 

.  fdx       .  dy\  _ /dx  dy\  dx       dy       dx  _       dy 

und   die  Eigenschaft   der   harmonischen   Funktion  folgt  hieraus,   weil 

dt,^  "^  dt^^       \dx^  "^  dy^J  \\dtj  "^  \df) 

ist.  Da  nun,  wie  im  §  3  gezeigt  wurde,  jede  harmonische  Funktion 
über  den  Durchmesser  eines  Halbkreises  fortsetzbar  ist,  sobald  sie  auf 
diesem  Durchmesser  eine  analytische  Funktion  der  Koordinate 
ist,  so  ist  sie  auch  zu  beiden  Seiten  der  ursprünglichen  Kurve  definiert. 
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Man  kann  dieses  Resultat  auch  ohne  konforme  Abbildung  auf  den 
Kreis  beweisen  vermittels  eines  allgemeinen  Satzes  aus  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  (Fr.  v.  Kowalewsky,  Journ.  f. 
Mathem.  Bd.  80).  Dieser  Satz  sagt  aus,  dass  man  zu  jedem  analy- 
tischen Kurvenstück  einen  Bereich  ausfindig  machen  kaim,  welcher 
dieses  Kurvenstück  umschliesst  und  für  welches  eine  harmonische 
Funktion  existiert,    die   auf  dem  Kurvenstück  vorgeschriebene   analy- 

tische  Werte  u  und  —  besitzt.     Es  folgt  hieraus,  dass  man  zu  jedem 

analytischen  Kurvenstück  ohne  singulare  Punkte  ein  Gebiet  angeben 
kann,  welches  dieses  Kurvenstück  in  seinem  Innern  enthält  und  für 
welches  eine  Potentialfunktion  v  existiert,  die  auf  der  Kurve  den  kon- 
stanten Wert  ^  =  0  hat.  Diese  Potentialfunktion  ist  erst  bestimmt, 
wenn   man  die  Werte  vorschreibt,   welche   die  Ableitungen   derselben 

dv 
nach    der    Normalen    der   Kurve,    also  -—    besitzen    sollen:    dieselben 

'  dn 

müssen  nur  gleichfalls  analytisch  definiert  sein.  Die  Kurven  v  =  a 
bilden  demnach  ein  System  von  Niveaulinien  und  v  =  0  ist  die  ur- 
sprüngliche Kurve.  Bestimmt  man  die  rechtwinkligen  Trajektorien 
w  =  ß  zu  diesem  System  aus  den  Gleichungen 

dv       dw      dv  dw 

so  ist  w  ^  ß   ebenfalls   eine   harmonische   Funktion.     Führt   man   an 

Stelle   der  Koordinaten  Xj  y  die   Koordinaten  «,  ß  ein,    was   eindeutig 

dv  dv 

möglich    ist  innerhalb    eines  Gebietes,    in  welchem  --  und  -;—   nicht 

ö  ^  dx  dy 

beide  gleichzeitig  verschwinden,  so  wird  die  partielle  Differential- 
gleichung für  jede  harmonische  Funktion 

dhi     d^ 
da^  "^  dß' 

Hieraus  folgt,  dass  der  Satz,  welcher  vorhin  für  die  Fortsetzung 
über  eine  Gerade  hinaus  benutzt  wurde,  für  jedes  analytische  Kurven- 
stück ohne  singulare  Punkte  giltig  ist. 

Ein  analoger  Satz  besteht  auch  für  die  Potentiale  von  einfachen 
Belegungen  oder  von  Doppelbelegungen,  den  ich,  da  er  für  das  Fol- 
gende nicht  weiter  benutzt  wird,  nur  kurz  anführe.* 


-2  +  -^  =  0. 


*  Der  Beweis  ist  ausgeführt  im  Raum  von  W.  Stahl:  „Zur  Theorie  der 
Potentialüächen"  (Journ.  f.  Math.,  B.  79,  pag.  268).  Vergl.  auch  Bruns:  „Über 
einen  Satz  aus  der  Potentialtheorie"  (Journ.  f.  Math. ,  B.  81),  woselbst  der  im  §  8 
bewiesene  Satz  für  den  Raum  behandelt  ist. 
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Das  Potential  u  ==  -—   /  öTdö  ist  analytiscli  fortsetzbar  über  den 

mit  Masse  belegten  Rand  an  allen  den  Stellen^  in  deren  Umgebung  d 
eine  analytische  Funktion  von  0  ist,  und  die  Randkurve  selbst  eine 
analytische  Kurve  ohne  singulare  Punkte.  Denn  es  ist  hier  in  den 
Punkten  des  Randes 

dn  '^  dN 

Konstruiert  man  nun  für  die  äussere  Umgebung  eines  Kurven- 
stückes die  harmonische  Funktion  Vy  deren  Randwert  V=0  ist,  und 

dV 
deren  Ableitung  — ^  =  ^j    so   ist   u  -{-  v   die    analytische    Fortsetzung 

des  Potentiales  aus  dem  inneren  Gebiet  in  das  äussere,  weil  diese 
Funktion   auf  der  Kurve   den  Wert  U  hat   und   ihre  Ableitung   nach 

der  äusseren  Normalen  gleich ist. 

1        /^   7)1^ 

Ebenso  ist  das  Potential  u  =  ^r—  1  d -—  da    unter    den    gleichen 

27iJ      dn  ^ 

Bedingungen     analytisch     fortsetzbar,  aus    dem    Innern    der    Kurve 

in   das  Äussere   und   umgekehrt,   weil  nach   den  Sätzen  im  §  14  das 

Potential  der  Doppelbelegung  in  das  einer  einfachen  Belegung  ver- 
wandelt werden  kann: 

Ui=-^r-  d  --    da  =  —  ^r-     /  — r7  Tdö 

27tJ      dn  27tJ  dN 

und  diese  Belegung  -^  nach  dem  vorigen  Satze  regulär  analytisch  ist. 
Hieraus  folgt  auch,  dass  die  zugeordnete  Funktion 

in  der  Umgebung  der  Stelle  s  stets  eine  analytische  Funktion  von  ö 
ist,  wenn  d  und  die  Randkurve  daselbst  analytisch  sind  und  keine 
Singularitäten  besitzen. 

§43. 

Wird  also  der  Rand  einer  Fläche  von  einer  analytischen  Kurve 
ohne  singulare  Punkte  gebildet,  so  sind  auch  die  Ableitungen  der 
Green  sehen  Funktion  nach  der  Normalen  in  den  Punkten  des 
Randes  regulär,  und  man  kann  daher  direkt  das  Integral  längs  der 
Randkurve  bilden.     Also  ist 
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1      i\jdl\  ,.         1      Crrdg   ,  ,         1       [\rldT       dG\  ^ 

27t  J       ort  a=a27tj       dit  ^Tt  J       ^dii       du^ 

diejenige  harmonisclie  Funktion,  welclie  stetig  nach  dem  Randwert  U 
konvergiert,  falls  11  selbst,  wie  vorausgesetzt  wurde,  überall  auf  dem 
Rande  stetig  ist. 

Will  man  dieses  Resultat  direkt  beweisen,  oline  auf  die  vorigen 
Grenzbetracbtungen  einzugehen,  so  tritt  eine  Schwierigkeit  ein,  auf 
die  ich  aufmerksam  machen  möchte. 

Man  lasse  den  Pol  der  Greenschen  Funktion  in  einen  Rand- 
punkt s  rücken,  indem  man  diesen  mit  einem  beliebig  kleinen  Rand- 
stück (?!  umgiebt,  in  welchem  die  Schwankungen  der  stetigen  Funktion 
kleiner  sind  als  d;  die  übrigen  Randelemente  seien  da^.    Es  wird  nun 

und  weil 

r/oT      dG\^         ^         r/dT      dG\. 

ist,  so  ist 

27cJ       \dn       dnJ      ^      27t    J    \dn       dn/      ^      ^       ^ 

Rückt  nun  der  Pol  der  Greenschen  Funktion  in  den  Randpunkt 
S",  so  geht  wie  früher  (§  23)  bewiesen,  die  Greensche  Funktion  g  in 
die  Funktion  T  über.  Dieser  Übergang  ist  ein  gleichmässiger  auch 
für  alle  Ableitungen  der  Funktion  in  allen  inneren  Punkten  der 
Fläche.  Die  Kurve  a^  bildet  aber  den  Rand  der  Fläche  und  so  kann 
nicht  ohne  weiteres  geschlossen  werden,  dass  die  obigen  beiden  Inte- 
grale nach  null  konvergieren.  Da  nun  aber  bereits  bewiesen  ist,  dass 
der  Grenzwert  von  u  gleich  U  wird,  so  lässt  sich  hieraiis  der  Satz 
schliessen:  Rückt  der  Pol  der  Greenschen  Funktion  in  einen 
Randpunkt  s,  so  wird  auch  auf  jedem  Bogenstück  des  Randes, 
welches  nicht  in  unmittelbarer  Umgebung  von  s  liegt, 


hm  /  (  . -—)d6  =  0. 

J    \dn       dnJ 


Mit  Hilfe   dieses  Satzes  können  wir  nun  auch  weiter   schliessen: 
Ist   TJ  nur  eine  endliche  und  integrierbare  Funktion,  so  stellt 


},%J       \dn        onJ 


2: 

eine  harmonische  Funktion  dar,  welche  in  der  Umgebung  aller  Stellen, 
wo  U  stetig  ist,  stetig  nach  dem  Randwert  ü  konvergiert. 
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Sind  aber  auf  der  Randkurve  singulare  Punkte  vorhanden,  oder 
besteht  dieselbe  aus  mehreren  verschiedenen  analytischen  Kurven- 
stücken,   die   auch   in  Ecken   aneinander    stossen   können,    so   ist   die 

Ableitun«: in  diesen  Punkten  nicht  mehr  regulär,   sie  kann  auch 

^    dn 
unendlich  werden,  wie  das  Beispiel  des  Sektors  im  §  3  lehrt.    Indessen 

behält  doch  das  Integral 

d(S 


/( 


dn       dn) 


einen  bestimmten  Wert,  und  ist  geführt  um  die  ganze  Begrenzung 
gleich  2%.  Um  dieses  einzusehen,  denke  man  sich  eine  im  Innern 
der  Fläche  verlaufende  Niveaulinie,  auf  welcher  also  die  Funktion 
T  —  g  einen  konstanten  Wert  ö^  >  0  hat.  Bestimmt  man  nun  in  jedem 
regulären  Punkt  des  Randes  die  orthogonale  Trajektorie,  so  schneidet 
jede  derselben  die  innere  Niveaulinie  in  einem  Punkt.  Denn  ein  und 
dieselbe  Trajektorie  kann  weder  eine  innere  Niveaulinie  noch  auch  den 
Rand  in  zwei  verschiedenen  Punkten  treffen,   weil  sonst  das  Integral 


JKdn-^)^'^ 


geführt  über  das  betreffende  Stück  der  Niveaulinie  den  Wert  null 
hätte,  da  es  auf  der  Trajektorie  null  ist.  Auf  diese  Weise  sind  also 
Stücke  der  inneren  Niveaulinie  eindeutig  bezogen  auf  Stücke  des 
äusseren  Randes,  und  das  vorstehende  Integral  hat  geführt  längs  des 
Stückes  auf  der  einen  Kurve  den  nämlichen  Wert  wie  auf  dem  ent- 
sprechenden Stück  der  anderen.  Daraus  folgt,  indem  man  sich  einem 
singulären  Punkt  auf  dem  Rand  beliebig  nähert,  dass  das  Integral 
auch  auf  dem  Rand  einen  endlichen  Wert  behält.  Es  fragt  sich  nur, 
ob  der  totale  Wert  des  Integrales  gleich  2%  oder  kleiner  als  27t  wird. 
Letzteres  würde  der  Fall  sein,  wenn  einem  singulären  Punkt  des 
Randes  nicht  nur  ein  Punkt  auf  der  Niveaulinie,  sondern  ein  ganzes 
Bogenstück  entspräche.  Diese  Möglichkeit,  aus  welcher  folgen  würde, 
dass  die  zu  g  gehörige  konjugierte  Funktion  nicht  mehr  auf  dem 
Rande  stetig  ist,  wird  durch  den  Satz  ausgeschlossen,  welcher  im 
§  17  für  den  Kreis  und  alle  Flächen,  deren  Teile  sich  auf  einen  Kreis 
abbilden  lassen,  bewiesen  ist. 

Für  beliebige  analytische  Begrenzungen  aber,  bei  welchen  die 
Möglichkeit  der  konformen  Abbildung  erst  nachgewiesen  werden  soll, 
ergiebt  sich  ein  genauer,  wenn  auch  indirekter  Beweis  auf  folgendem 
Wege:  Alle  singulären  Punkte  auf  dem  Rande  denke  man  sich  durch 
beliebig  kleine  Bogenstücke  eingeschlossen,  deren  Elemente  da  heissen 


138  Viertes  Kapitel:  Existenzbeweis  für  beliebige  Flächen.    §  43. 

mögen.  Es  wird  nun  eine  durchaus  stetige  Randfunktion  U  an- 
genommen, welche  in  diesen  Bogenstücken  den  Wert  null,  ausserhalb 
derselben  beliebige  Werte  hat.  Die  zugehörige  harmonische  Funktion 
ist  nun  nach  den  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  definierbar 
durch  die  Gleichung 

und  Avird  nun  auch  gleich  gesetzt  werden  können: 

1      rjj(dT        dG\  , 
2itJ       \dn         dnJ       ' 

7)  (^ 
weil   alle  die  Stellen,   an  denen  — —  irregulär  wird,    bei  diesem  Inte- 

dn  ^  ' 

grale  nicht  in  Betracht  kommen,  denn  es  hat  U  in  der  Umgebung 
derselben  den  Wert  null.  Sucht  man  wiederum  den  Randwert  dieser 
Funktion  direkt  zu  bestimmen,  so  wird  wie  vorhin 

2iiJ       \dn        dn  J      ^     2%    J    \dn        dn  J      i  —  v^    ^ 

Lässt  man  den  Pol  der  Green  sehen  Funktion  nach  s  konvergieren, 
so  muss,  weil  der  Grenzwert  von  U  nur  von  der  Beschaffenheit  der 
Funktion  U  in  unmittelbarer  Umgebung  des  Wertes  an  der  Stelle  s 
abhängig  ist: 

hm  ^r—    I  U\ -z ,—     do^  =  0, 

2nJ       ^  dn         dn  J      ^         ' 

und 

verschieden  sein.  Daraus  folgt:  Hat  man  die  singulären  Stellen  des 
Randes  durch  beliebig  kleine  Bogen  ausgeschlossen,  so  konvergiert 
auch  jetzt  noch  das  Integral 


r(^_T__dG\ 
I    \  dn         dn  ) 


für  jeden  Teil  des  Randes,  der  nicht  in  unmittelbarer  Umgebung  von 
s  liegt,  nach  null,  wenn  der  Pol  der  Greenschen  Funktion  in  den 
Punkt  s  rückt.     Es  fragt  sich  nur,  was  aus  den  Integralen 


y( 


dT        dG\ ^ 

cn         dn  / 


die  sich  auf  die  Umgebung  der  singulären  Stellen  beziehen,  bei  diesem 
Prozesse  wird.  Da  ihr  Wert  immer  positiv  ist,  so  müssen  sie  ent- 
weder   den  Grenzwert   null    annehmen,    oder  nach   einem  bestimmten 
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oder  unbestimmten  positiven  Wert  konvergieren.     Bezeichnen  wir  die 
Elemente  cla^  nach  Weglassung  der  Elemente  da  mit  dß,  so  ist 

J    \dn        dn  )^    J    \dn        dn  J        ^J    \dn        dn  f      ^- 

Da  das  erste  Integral  nach  null  konvergiert,  und  das  dritte  be- 
liebig  wenig   von   2jr   unterschieden   ist,   so  ist  auch  der  Betrag  von 

)    \dn         dnJ 

beliebig  klein;    es  konvergiert  folglich  ebenfalls  nach  null,   wenn  der 
Pol  auf  die  Begrenzung  s  rückt. 

Sonach  ist  allgemein  der  Satz  bewiesen:  Rückt  der  Pol  der 
Greenschen  Funktion  in  einen  Randpunkt  s,  so  konvergiert 
auf  jedem  Teil  des  aus  analytischen  Kurven  zusammen- 
gesetzten Randes,  welcher  nicht  in  unmittelbarer  Umgebung 
von  s  liegt,  das  Integral 


j   \dn 


dn  / 


nach  null. 

Bildet  man  nun  das  Integral 


1      r(dT        dG\. 


auf  der  Randkurve,  so  definiert  es  jedenfalls  eine  harmonische  Funk- 

tion,  wiewohl  die  Ableitung  — —  in  den  singulären  Punkten  singulär 

ist.  Denn  schliesst  man  zunächst  diese  Punkte  durch  beliebig  kleine 
Bogenstücke  aus,  und  nennt  man  die  Elemente  der  Randkurve  nach 
Ausschluss  derselben  dö^  so  ist 


27tJ    \dn         dnJ 


eine   harmonische  Funktion.     Lässt    man   o'    in   6   übergehen,   indem 

man   die    ausschliessenden  Bogenstücke   immer   mehr   verkleinert,    so 

konvergiert  m'  für  jeden  Punkt  im  Innern  und  zwar  beständig  wachsend 

nach  dem  Wert  u.     Folglich  ist  u  eine  harmonische  Funktion  (§  20, 

Schluss).     Bestimmt   man   die  Randwerte  von  w,   so  findet  man  nach 

den   obigen   Sätzen   für  jeden  Punkt   des  Randes   mit  Ausnahme   der 

singulären  den  Wert  1.    Mithin  hat  u  (§  41)  überall  den  Wert  1;  und 

es  ist 

2.^r(f__l^),.,    also     f^äa  =  0. 
J    \dn         dnJ       ^  J    ^'^ 
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Die  letzte  Formel  lässt  erkennen,  dass  die  Funktion,  welche  zur 
Green  sehen  konjugiert  ist,  aucli  bis  in  alle  Punkte  des  Randes 
eindeutig  und  stetig  bleibt.  Zugleich  ist  der  Satz  bewiesen:  Rückt 
der  Pol  der  Greenschen  Funktion  in  einen  Randpunkt  s,  so 
wird  der  Grenzwert  des  Integrales 


r(dT     dG\  , 


gleich  2;r,    wenn  a  einen  beliebig  kleinen  Bogen  bezeichnet, 
der  den  Punkt  s  enthält. 

Auf  Grund  dieses  Sates  erkennt  man:  Die  Funktion 


1      rrrf^T        dG\^ 


ist    diejenige    harmonische    Funktion,    welche   in   allen   Punkten   des 
Randes  nach  dem  vorgeschriebenen  Werte   U  konvergiert. 

Ist  die  Funktion  U  an  einzelnen  Stellen  unstetig,  indem  sie  da- 
selbst unbestimmt,  jedoch  endlich  bleibt,  oder  eine  sprungweise  Wert- 
änderung erleidet,  so  stellt  auch  jetzt  noch  das  obige  Integral  eine 
harmonische  Funktion  dar,  die  in  der  Umgebung  aller  der  Stellen, 
an  denen   U  stetig  ist,  den  Randwert   ü  hat. 

Nach  dem  Satze  im  §  41  ist  dies  zugleich  die  einzige  überall 
endliche  Funktion,  welche  zu  diesen  Randwerten  gehört. 

Das  Resultat  aller  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  also  in  dem 
Satz  zusammenfassen: 

Die  Green  sehe  Formel 


in  J       \dn 


dn  / 


stellt  für  eine  beliebige ,  im  Endlichen  gelegene  Fläche , '  welche  von 
analytischen  Kurvenstüclccn  begrenzt  ist  (auch  für  eine  mehrfach  zu- 
sammenhängende) die  überall  endliehe  harmonische  Funlction  dar,  welche 
allein  zu  den  endlichen  Randwerten  ü  gehört^  wenn  diese  auch  in 
einzelnen  Punkten  unstetig  oder  völlig  unbestimmt  werden. 

Dieser  Satz   lässt  sich  auch  ausdehnen  auf  Flächen,   deren  Rand 
nicht    mehr    von    analytischem  Charakter    ist.     Nur    muss    man   dann 

Bedingungen    aufsuchen,    unter    denen    die  Ableitung    -r~    wenigstens 

bis  auf  einzelne  Punkte  des  Randes  stetig  bleibt.  Solch  eine  Be- 
dingung scheint  z.  B.  die  Stetigkeit  des  ersten  und  zweiten  Differential- 
quotienten der  Randkurve  (bis  auf  einzelne  Punkte,  Ecken  u.  s.  w.) 
zu  sein. 
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Frächen,  die  sich  ins  Unendliclie  erstrecken,  können  durch  kon- 
forme Abbildung  mittels  reciproker  Radien  ins  Endliche  gebracht 
werden,  so  dass  auch  für  sie,  wenn  sie  von  analytischen  Kurvenstücken 
begrenzt  sind,  die  Konstruktion  der  harmonischen  Funktion  aus  stetigen 
oder  unstetigen  Randwerten  erwiesen  ist  (siehe  noch  §  47). 


§44. 

In  Bezug  auf  das  Verhalten  der  harmonischen  Funktion  in  solchen 
Fällen,  wo  U  unstetig,  auch  unbestimmt  wird,  erkennt  man  aus  der 
Greenschen  Formel,  dass  der  Wert  von  m  stets  innerhalb  der  extremen 
Werte  von  ü  liegt,  welche  zu  der  unmittelbaren  Umgehung  der  be- 
treffenden Stelle  gehören.  Für  die  genauere  Bestimmung  ist  dagegen 
dieselbe  Formel  weniger  geeignet.  Hat  Ü  zu  beiden  Seiten  einer 
Stelle,  die  nicht  zugleich  eine  Spitze  ist,  zwei  verschiedene  Grenz- 
werte U'  und  ü"y  so  lässt  sich  eine  spezielle  Funktion  konstruieren, 
welche  an  der  Stelle  zu  beiden  Seiten  die  Werte  ü'  und  ü"  auf  dem 
Rande  hat.  Ist  der  betreffende  Punkt  eine  Ecke  mit  der  Winkel- 
öffnung a,  wobei  0  <  a  <  2:^:,  so  wähle  man  denselben  zum  Anfangs- 
punkt eines  Polarkoordinatensystems  (r,  9)),  dessen  Achse  q)  =  0  mit 
der  einen  Tangente  zusammenfällt,  und  bilde  die  harmonische  Funk- 
tion  ü"  +  ~(ü"-  ü')  (cp-  cc),  dieselbe  hat  für  9)  =  0  den  Wert  U', 

für  cp  =  a  den  Wert  ü".  Nach  Subtraktion  dieser  Funktion  von  u 
erhält  man  eine  Funktion  «/,  deren  Randwerte  auf  der  Kurve  stetig 
sind,  mithin  ist  u'  überhaupt  in  der  Umgebung  der  betreffenden  Stelle 
stetig,  und  konvergiert  nach  null.  Daraus  folgt,  dass  der  Grenzwert 
von  u  auf  jedem  Strahl,  welcher  den  Winkel  y  mit  der  Tangente  (p  =  0 

bildet,   gleich   ist  (1  -^)  ü'+(l-  ^-)  U'\   wie  schon  im  §  34 

für  eine  speziellere  Beschaffenheit  des  Randes  gefunden  wurde.  Das- 
selbe Verfahren  ist  auch  anwendbar  für  0:  =  2  jr,  falls  die  Kurvenzweige 
zu  verschiedenen  Seiten  der  Tangente  liegen. 

Ist  jedoch  0:  ==  0,  so  mache  man  die  Spitze  zum  Anfangspunkt 
eines  Koordinatensystemes  (r,  g?);  lassen  sich  dann  die  Zweige  der 
Kurve  durch  Reihen  mit  wachsenden  Potenzen  darstellen,  deren  An- 
fangsglieder von  der  Form  sind  r  =  acp"  -\-  . ..,  r  =  bcp!^  -{-  ...^  wobei 
a  und  ß  positive  Zahlen  sind,    so  kann  man  durch  Subtraktion  einer 

harmonischen  Funktion  von  der  Form  v  =  C^^sm^(p  nach  ge- 
eigneter Bestimmung   von  C   und  ^  eine  Funktion  herstellen,   welche 
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in  der  Umgebung  der  Spitze  stetig  ist*.  Nur  wenn  a  =  ß  und  a  =  h 
ist,  wenn  also  die  Berührung  der  beiden  Zweige  miteinander  höher 
ist  als  ihre  Berührung  mit  der  Tangente,  versagt  diese  Regel,  denn 
die  Funktion  v  bekommt  auf  beiden  Zweigen  denselben  Wert.  Man 
muss  dann  diesen  Fall  auf  den  vorigen  dadurch  zurückführen,  dass 
man  eine  analytische  Linie  durch  die  Spitze  legt,  welche  mit  beiden 
Kurvenzweigen  mindestens  die  gleiche  Berührung  hat,  wie  diese  unter- 
einander und  alsdann  durch  konforme  Abbildung  diese  Linie  in  eine 
Gerade  verwandeln.  Desgleichen  kann  man  den  Fall,  dass  a=-2Tt 
ist  und  die  beiden  Kurven  auf  der  nämlichen  Seite  der  Tangente 
liegen,  durch  konforme  Abbildungen  in  den  früher  betrachteten  zurück- 
führen. 

§  45. 

Die  Existenz  der  harmonischen  Funktion  lässt  sich  nun  auch  für 
den  Fall  nachweisen,  dass  in  der  beliebig  zusammenhängenden  Fläche 
irgend  welche  Unstetigkeiten  vorgeschrieben  sind.  Die  einfachste  Auf- 
gabe dieser  Art,  wenn  die  Funktion  in  einem  Punkte  logarithmisch 
unendlich  werden  und  dabei  am  Rande  vorgeschriebene  Werte  besitzen 

soll,  ist  durch  die  Greensche  Funktion  erledigt.    Denn  es  ist  g  —  ^(     ) 

eine  Funktion,  welche  am  Rande  null,  in  einem  Punkte  logarithmisch 
unendlich  wird.  Konstruiert  man  also  die  überall  endliche  und  ein- 
deutige harmonische  Funktion  w,  welche  am  Rande  die  vorgeschriebenen 

Werte  hat,  so  ist  ^;  =  w  -f-  ^  —  n  -  j  die   gesuchte  Funktion.     Ebenso 

ist  zu  verfahren,  wenn  die  Funktion  in  mehreren  verschiedenen  Punkten 
logarithmisch  unendlich  werden  soll. 

Ist  ferner  die  Unstetigkeit  in  einem  Punkt  eine  algebraische,  also 
gleich 

-(aicos-^ -h \  sin'9')  +  -:^ {a^ cos 2^  -f  \  sin20-)  +  ...   „  (««  cos  wO-  +  6„ sin  Wi^), 

so  hat  man  die  Werte,  welche  diese  Funktion  am  Rande  besitzt,  von 
den  gegebenen  in  Abzug  zu  bringen  und  alsdann  die  eindeutige  har- 
monische Funktion  zu  konstruieren,  welche  zu  diesen  neuen  Rand- 
werten gehört.  Addiert  man  zu  derselben  die  gegebene  Funktion,  so 
ist  die  gesuchte  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  ist  überhaupt  anwendbar,  wenn  die  Unstetig- 
keiten in  irgend  welchen  Bereichen  der  Fläche  durch  eindeutige,  har- 


*  Schwarz,  Monatsberichte  der  Akademie  zu  Berlin.    Oktober  1870.    S.  777. 


Viertes  Kapitel:  Existenzbeweis  für  beliebige  Flächen.    §  45.  143 

monisclie  Funktionen  f^,  f^,  ...  vorgesclirieben  sind,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  sie  sich  eindeutig  bis  über  den  Rand  der  Fläche 
hinaus  fortsetzen  lassen. 

Aber  auch  in  dem  allgemeineren  Falle,  dass  dieses  mit  den  Funk- 
tionen /"i,  /g...  nicht  möglich  sein  sollte,  lässt  sich  diese  Aufgabe 
lösen,  auf  Grund  eines  allgemeinen  Satzes,  den  man  in  folgender  Form 
aussprechen  kann: 

Ist  in  irgend  einem  Gebiete  A  eine  FunMion  f  gegeben  ^  welche  bis 
auf  beliebige  ünstetiglceitsstellen  ^  die  innerhalb  des  Gebietes  liegen  und 
teils  Punkte  j  teils  Linien  sein  können ,  eindeutig  und  harmonisch  ist  und 
für  welche  auf  einer  die  ünstetigkeitsstellen  umschliessenden  Kurve  das 
Integral 


1  f^ 

iicj   dn 


2:       ■     -      '^•^  =  0 


istj  so  lässt  sich  immer  eine  bestimmte  Funktion  g?  angeben^  welche  ab- 
gesehen von  jenen  innerhalb  A  liegenden  Ünstetigkeitsstellen  in  der  ganzen 
Ebene,  auch  im  Unendlichen,  eindeutig  und  harmonisch  ist  und  für  welche 
auch  die  Differenz  (p  —  f  im  Gebiete  A  dieselben  Eigenschaften  hat. 
Spezielle  Fälle  dieses  Satzes  sind  von  den  Herren  Schwarz*  und 
Neumann**  bewiesen  worden;   aber  die  im   wesentlichen  identischen 
Beweise    sind   so   allgemein,    dass    sie    sich    direkt   übertragen   lassen. 
Der  Vollständigkeit  halber  will  ich  den  Beweis  hier  kurz  angeben  und 
zwar  in  der  von  Herrn  Schwarz  gegebenen  Form. 

Zunächst  nehme  man  an,  dass  das  Gebiet  A  von  einem  Kreise  a 
umschlossen  werden  kann;  so  kann  man  innerhalb  desselben  noch 
einen  Kreis  ß  angeben,  der  ebenfalls  noch  alle  ünstetigkeitsstellen 
einschliesst.  Da  die  obige  Integralbedingung  erfüllt  sein  soll,  so  ist 
auch  auf  jedem  Kreise  zwischen  a  und  ß  {%  2,  Gleichung  3) 


,  ,  ..  ^       const. 

0 

Wir   machen   diese   Konstante   gleich   null,    indem   wir   von  f  diesen 
Wert  subtrahieren.  ' 

Für  die  Aussenfläche  des  Kreises  ß  lässt  sich  nun  eine  überall 
endliche,  harmonische  Funktion  u^  konstruieren,  welche  auf  ß  die 
Werte  hat,  welche  die  Funktion  f  daselbst  besitzt.  Die  extremen 
Werte   derselben   liegen  auf  ß,   und  der  grösste  Betrag   derselben  ist 


*  a.  a.  0.  S.  792-794. 

**  Vorlesungen  über  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Integrale  (2.  Aufl.), 
S.  455-461. 
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also  überall  kleiner  als  der  grösste  Betrag  F^l^\  den  f^l^^  auf  dem  Kreise 

ß  besitzt.     (Im  Unendlichen  bat  diese  Funktion  den  Wert  null,  §  27 

Satz  4.)     Die  Werte,  welcbe  diese  Funktion  auf  dem  Kreise  a  liefert, 

seien  mit  u^'"^  bezeichnet;  es  ist 

ji 

0 

Für  das  ganze  Innere  des  Kreises  a  bestimme  man  die  harmo- 
nische Funktion  n^^  welche  am  Rande  a  den  Wert  ?y^(">  — /'(">  hat.  Es 
ist  auf  'diesem  Kreise 

2  TT  2/t 

fu^i")d^  =  0   folglich    auch/V/^)J^  =  0, 

0 

d.  h.  ?/2  hat  im  Mittelpunkt  des  Kreises  den  Wert  null  und  also  auf 
dem  Kreise  ß  Werte,  deren  Betrag  und  deren  Schwankung  kleiner  ist 
als  JcDj  wenn  man  mit  D  die  grösste  Schwankung  unter  den  Werten 
«f/  —  f^"^  bezeichnet  (§  19,  Schlusssatz). 

Für  die  Aussenfläche  des  Kreises  ß  bestimme  man  nun  die  überall 
endliche  harmonische  Funktion  ti^j  welche  auf  ß  die  Werte  n^J-i^^  +  f^c^^ 
hat.     Es  ist 

27t  2n 

0  b 

Der  Betrag  der  Funktion  u^  —  ti^  ist  auf  dem  Kreise  ß  gleich  tu/i^^  und 
folglich  überall  kleiner  als  IcD  und  die  Schwankung  derselben  ist 
ebenfalls  kleiner  als  JcD. 

Bestimmt  man  dann  weiter  für  das  Innere  des  Kreises  a  die  Funk- 
tion ?/4,  so  dass  it/"^  =  ?f3^"^  —  f^"\  so  ist 

2n  2n 

ß,^ia)  d^  =fu^<^"^  d^  =  0, 
0  0 

und  der  Betrag  der  Funktion  u^—  u^j  sowie  die  Schwankung  derselben 
ist  auf  dem  Rande  a  kleiner  als  ID,  also  auf  dem  Rande  ß  kleiner 
als  h^D. 

Fährt  man  so  fort,  so  wird  Ur,  eine  Funktion  für  das  Äussere  des 
Kreises  ß  von  der  Eigenschaft,  dass  der  Betrag  von  (^5  —  W3)  kleiner 
als  7^27),  und  dass  auch  die  Schwankung  dieser  Funktion  kleiner  als 
l^B  ist.  Ebenso  wird  {uq  -  u^)  eine  Funktion,  deren  Betrag  und 
Schwankung  allenthalben  kleiner  ist  als  Ic^D^  während  für  (^^7  —  M5) 
Betrag  und  Schwankung  allenthalben  kleiner  wird  als  k^D. 

Bei  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erhält  man  für  das  Äussere 
des  Kreises  ß  die  unbegrenzt  fortsetzbare  Reihe  von  harmonischen 
Funktionen 
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^1?    %?    %?  ...?*2n  +  l,..., 

für  welclie  (%  —  u^)  <  IcD,  (^5  —  u^)  =  h^Dj  ...  (%w+i  —  t«2M-i) 
<Zk'^D  und  ebenso  für  das  Innere  des  Kreises  a  die  harmonischen 
Funktionen 

tfg?    ^4?    ^6?  •  ••  '^2n, 

lur  welche 

(it^  —  u^)  <  IBj     (uq  —  u^)  <  k^D,     . . . ,  (i(2«  —  thn-2)  <  'k^-^B. 
Mithin  definieren  die  Reihen 

^1  +  (%  —  '^*l)  +  (%  —  ^%)  +  •  •  •  (^2«  +  l  -   ^^2^-l)  +  .  .  . 

und 

harmonische  Funktionen  ^^' =  lim  ihn+\  und  ?/'  =  lim  U2ny  und  weil 

2n  2n  —  1  '        '  2ra  2w  +  l         '        * 

SO  ist  die  Funktion  ?/'  +  /"  in  dem  Gebiete  zwischen  a  und  /3,  welches 
den  Funktionen  w'  und  ^i"  gemeinsam  ist,  mit  w'  identisch.  Es  bildet 
also  ?r"  +  /  die  analytische  Fortsetzung  der  Funktion  ^f',  und  sonach 
ist  diese  Funktion  mit  ihrer  Fortsetzung  die  gesuchte;  d.  h.  sie  ist 
überall  eindeutig  und  harmonisch,  mit  Ausnahme  des  Innern  von  ß, 
wo  die  Differenz  ii!  —  f  ==  w"  eindeutig  und  harmonisch  ist. 

Ist  das  Gebiet  der  Funktion  f  nicht  von  einem  Kreise  umschlossen, 
sondern  von  einer  beliebigen  analytischen  Kurve,  so  muss  man  das- 
selbe auf  einen  Kreis  konform  abbilden  (s.  Kapitel  5). 

Zweien  konzentrischen  Kreisen  a  und  /3,  die  gleichfalls  noch  alle 
Unstetigkeitspunkte  umschliessen  sollen,  mögen  dann  die  analytischen 
Kurven  L^  und  L^  entsprechen;  Lg  liege  innerhalb  L^.     Da 


I   dn 


dö^O 


sein   sollte,    so   ist   auch   nach    einem  Satz  aus   der  Theorie   der   kon- 
formen Abbildung  (§  46) 


ß 


dr  ' 


also  wird  wiederum 

Jfi")d%^  ^^Jf^P^m  =  const, 

und  diese  Konstante  kann  so  gewählt  werden,  dass  sie  den  Wert  null 
hat.  Für  die  Aussenfläche  der  Kurve  L^  und  die  Innenfläche  der 
Kurve  L^  können  nun  in  derselben  Weise  wie  vorhin  die  Funktionen 
U2n-{-i  und  U2n  koustruicrt  werden.  Dabei  bleiben  auch  die  früheren 
Ungleichungen  und  Integralrelationen  erhalten.  Denn  die  extremen 
Werte  von  ihn-\-i  liegen  immer  auf  L^,  die  von  U2n  auf  L^.    Da  ferner 

Harnack,  Die  firundlaweii  etc.  10 
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■4n^  ^  '^Tn-\  ~  f^"^  ^^^  '^Tn+i  ^  '^^Tn  +  f^^^  ^^  erkennt  man,  indem  man 
jedesmal  die  Funktion  thn+i  auf  dem  ringförmigen  Gebiet  zwischen  a 
und  ß  und  die  Funktion  u^n  innerhalb  des  Kreises  a  betrachtet,  dass 
successive  folgt 

0  =  J wj(/^)  ä^  =Ju^"'^  dd^  =fu2^"^  dd'  =  fu.,^f^^  dd-  =  fi(^(t^^  d&  =  fu^'^'''>  dd- . . .. 
Denn  weil  auf  jeder  Kurve  zwischen  L^  und  L^ 


f 


^''p^da  =  0 


dn 
ist,  so  ist  auch  auf  jedem  Kreise  zwischen  ß  und  a  (§  4G) 


/ 


—^^  rd^  =  0, 


dr 
und  hieraus  folgt  (§  2,  Gleichung  3),  dass 


271 


fn"\,d^=-  Cuf_^,d^. 

I        2  n  + 1  f        2  ?i  + 1 


Mithin  gelten  auch  die  Relationen: 

U2n  +  1  -  U2n-l<k''Dj      U2n—  U2n-2<1^''~^  B. 

Damit  ist  der  oben  aufgestellte  Satz  allgemein  bewiesen.  Aus 
demselben  folgt:  Hat  man  die  Funktion  (p  konstruiert  und  die  Werte 
cD  ermittelt,  welche  dieselbe  an  dem  Rande  der  gegebenen  Fläche 
besitzt,  und  bestimmt  man  alsdann  die  harmonische  Funktion  v^  welche 
zu  den  Randwerten  U  —  O  gehört,  so  stellt  v  -\-  (p  die  gesuchte 
Funktion  dar,  welche  die  Randwerte  U  und  die  durch  /'  vorgeschrie- 
benen Unstetigkeiten  besitzt. 

1      f*?if 
Auch  die  Einschränkung,   die   darin  liegt,  dass  ^ — j- — d(5  =  0 

sein  soll,  lässt  sich  beseitigen.  Denn  hat  dieses  Integral  einen  von 
null  verschiedenen  Wert  oJ^  auf  einer  Kurve,  welche  man  im  Gebiete 
A  so  konstruiert,  dass  sie  alle  Unstetigkeitsstellen  einschliesst,  so 
wird  die  Funktion  fo  =  f-\-  «VW  ^^®  verlangte  Eigenschaft  aufweisen; 
r  bedeutet  die  Entfernung  von  irgend  einem  beliebig  angenommenen 
Punkt  im  Innern  der  Kurve.  Man  kann  demnach  die  Funktion  cpQ 
konstruieren,  welche  zu  f^  gehört  und  alsdann  mittels  der  Green  sehen 
Funktion  den  Ausdruck  v  +  cp^—  a\  [{g  -f  l  (r)]  bilden,  welcher  die 
vorgeschriebenen  Randwerte  ü  hat  und  innerhalb  des  Gebietes  A 
ebenso  unstetig  wird  wie  f^  —  o!q  l  (r)  =  f. 


"^/(£ 
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Betrachtet  man  gleichzeitig  die  Funktion  u  und  die  ihr  konjugierte 

dy r—  dx ), 

^x    ^       dy      P 

so  ist  dieselbe  eine  eindeutige  Funktion  innerhalb  einer  einfach  zu- 
sammenhängenden Fläche,  dagegen  im  allgemeinen  vieldeutig  und 
zwar  mit  n  —  1  Perioden  behaftet  für  ein,e  nfach  zusammenhängende 
Fläche.  Sind  nun  innerhalb  der  Fläche  gewisse  Gebiete  A^^A^^...Ai, 
gegeben,  für  die  irgend  welche  Funktionen  f/i  +  ^Fj,  TJ^-^  iVc^^  ... 
Cj;-\-iVk  der  komplexen  Variabelen  x -\- iy  definiert  sind,  welche  be- 
liebige ünstetigkeiten  haben  können,  jedoch  so  beschaffen  sein  müssen, 
dass  ihre  reellen  Bestandteile  eindeutige  Funktionen  sind,  so  folgt 
aus  den  vorigen  Betrachtungen:  Es  lässt  sich  immer  eine  Funk- 
tion u -{- iv  der  komplexen  Variabelen  x -\- iy  angeben,  deren 
reeller  Bestandteil  am  Rande  der  Fläche  vorgeschriebene 
Werte  hat,  welche  sich  innerhalb  der  Gebiete  Aj,  ebenso 
verhalten  wie  die  willkürlich  gegebene  Funktion  IJk-\- iV^ 
(d.h.  die  Differenz  zwischen  u -\- iv  und  ük-{-iVk  ist  daselbst 
eindeutig,  stetig  und  harmonisch)  und  deren  Perioden  sämt- 
lich rein  imaginär  sind.  Sind  die  Funktionen  Vk  ebenfalls  eindeutig, 
so  besitzt  v  im  allgemeinen  n  —  1  reelle  Perioden,  andernfalls  treten 
noch  die  Perioden  der  Funktionen  F^  hinzu.  Die  Funktion  u  -f  iv  ist 
abgesehen  von  diesen  Perioden  werten,  bis  auf  eine  rein  imaginäre 
Konstante  bestimmt. 

Dieser  Satz  bildet  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  konformen 
Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  Flächen.* 


*  Schottky:    Über  die  konforme  Abbildung  mehrfach   zusammenhängender 
ebener  Flächen.     Journ.  f.  Math.  Bd.  83. 


10^ 


Fünftes  Kapitel 

Bemerkungen  zur  Theorie  der  konformen  Abbildung 
und  der   Transformation   durch   reciproke  Radien. 


§46. 

Mittels  der  Greenschen  Funktion  wird  die  Abbildung  jeder  ein- 
fach zusammenbängenden,  im  Endlichen  gelegenen,  ebenen  Fläche  auf 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  1  ausführbar.  Denn  bezeichnet  0  einen 
beliebigen  Punkt  im  Innern  der  Fläche,  und  bildet  man  die  Funktion 

fi  =  l{  —  )  —  9oj  so  gehört  zu  derselben  eine  konjugierte  Funktion  v. 

Dieselbe  ist  eindeutig  innerhalb  der  Fläche  F'^  welche  aus  F  gebildet 
wird,  indem  man  vom  Punkte  0  bis  zum  Rande  einen  beliebigen 
Schnitt  zieht.  Die  Funktion  v  ist  bis  auf  eine  Konstante  bestimmt 
und  hat  im  Innern  von  F'  folgende  Eigenschaften:  Bei  einem  voll- 
ständigen Umlauf  um  den  Punkt  0  ändert  sich  v  um  den  Wert  ±  2:n^; 
durchläuft  man  im  positiven  Sinne  eine  Niveaulinie    der  Funktion  ?f, 

so   ist  V  daselbst  eine  durchaus  abnehmende  Funktion! = ); 

folglich  nimmt  u  -\-  iv  in  den  Punkten  der  Fläche  jeden  Wert  nur 
einmal  an. 

Das  Verhalten  von  v  am  Rande  der  Fläche  ist  von  der  Beschaffen- 
heit der  Randkurve  abhängig.  Wird  dieselbe  von  Stücken  analytischer 
Kurven  gebildet,  welche  nur  einzelne  singulare  Punkte  enthalten,  so 
ist  V  auch  in  allen  Punkten  des  Randes  endlich  und  stetig, 
und  ändert  sich  bei  einem  vollständigen  Umlauf  um  den 
Rand  ebenfalls  um  den  Wert  2%  (§  43).     Sonach  ist 

eine  Funktion,  welche  im  Innern  der  Fläche  jeden  komplexen  Wert 
einmal  annimmt,  dessen  Modul  kleiner  ist  als  eins,  und  am  Rande 
der  Fläche  jeden  Wert,  dessen  Modul  gleich  1  ist.  Es  ist  demnach 
die  Fläche  auf  den  Kreis  mit  den  Koordinaten  J,  ri  und  dem  Radius  1 


Fünftes  Kapitel:  Zur  Theorie  der  konformen  Abbildung.    §  46.  |49 

eindeutig  abgebildet,  und  zwar  konform,  solange  die  Ableitungen 
-—}  -— -  regulär  und  nicht  gleichzeitig  null  sind.  Die  sin^ulären 
Punkte  des  Randes  bilden  sonach  die  einzigen  Ausnahmen. 

Jedem  Punkt,   auch  auf  dem  Rande  der  Fläche,  entspricht  ein 
Punkt  der  Kreisperipherie   und  umgekehrt.     Letzteres   folgt  aber  nur 

daraus,  dass  das  Integral 

''du 


/du 
I    dn 


da 


auch  am  Rande  der  Fläche  den  Wert  2:;i;  hat.  Weder  in  den  Aus- 
sagen von  Riemann  noch  von  Hrn.  Schwarz  wird  diese  Eigenschaft 
bewiesen. 

Da  die  Funktion  v  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt 
ist,  so  kann  einem  bestimmten  Punkte  des  Randes  noch  irgend  ein 
Punkt  der  Kreisperipherie  zugeordnet  werden. 

Ist  die  Randkurve  überhaupt  nicht  analytisch,  so  ist  durch  die 
Existenz .  der  Funktionen  u  und  v  zwar  erwiesen,  dass  jedem  Punkt 
im  Innern  von  F  ein  Punkt  im  Innern  des  Kreises  konform  entspricht, 
dagegen  lässt  sich  nicht  ohne  weiteres  behaupten,  dass  auch  jedem 
Punkte  des  Randes  von  F  ein  Punkt  der  Kreisperipherie  eindeutig  und 
mit  konformer  Umgebung  zugeordnet  ist.* 

Durch  Vermittelung  eines  Kreises  können  also  zwei  beliebige, 
einfach  zusammenhängende  (von  analytischen  Kurvenstücken  begrenzte) 
ebene  Flächen  konform  aufeinander  abgebildet  werden,  so  dass  die 
Punkte  der  Ränder  sich  eindeutig  entsprechen.  Dabei  lassen  sich 
zwei  innere  Punkte  und  zwei  Punkte  des  Randes  einander  willkürlich 
zuordnen. 

Sind  zwei  Gebiete  (x,  y)  und  (^,  yj)  aufeinander  konform  abgebildet, 
und  ist  u  {x,  y)  eine  harmonische  Funktion,  so  ist  die  Funktion  u'  (S,  rj)^ 
welche  aus  dieser  durch  Transformation  hervorgeht,  ebenfalls  har- 
monisch.    Zwischen   den    beiden  Funktionen   bestehen  die  Relationen: 

du  _  du'  dl       du!  dri       du_  _  du!_  dl       di^^  drj_ 

Jx~~dl^oc'^JrjJx'     dy  ~"dlTy       dri  dy' 
also 


*  Dasselbe  ist  auch  hinsichtlich  der  Sätze  über  die  konforme  Abbildung 
mehrfach  zusammenhängender  ebener  Flächen  zu  bemerken.  Die  Sätze,  von 
denen  man  dort  auszugehen  hat  (siehe  Schottkya.  a.  0.),  basieren  ebenfalls  auf 
bestimmten  Annahmen  über  die  Ableitungen  nach  der  Normalen  und  gelten  ohne 
weiteres  nur,  wenn  die  Randkurven  aus  Stücken  analytischer  Kurven  mit  einzelnen 
singulären  Punkten  bestehen. 


150  Fünftes  Kapitel:  Zur  Theorie  der  konformen  Abbildung.    §  46. 

\dx    ^       dy      J       d^  \dx    "^       dy      J  ^  drj  \dx    ''       dy      ) 

du'  ^         du'  ^. 

oder 

du  ,         du'  ^  , 

da  =  ^:—,d<^y 

dn  cw 

wenn  da  ein  beliebiges  Bogenelement,  n  die  Riclitmig  der  Normalen 
desselben,  und  do'  und  w'  die  entsprechenden  Elemente  in  der  andern 
Fläcbe  bezeicbnen. 

Um  die  Fläche  F  auf  eine  Halbebene  [y]  >  0)  abzubilden,  muss 
eine  Funktion  konstruiert  werden,  welche  am  Rande  von  ¥  nur  reell 
ist,  in  einem  Punkt  des  Randes  unendlich  wird  und  jeden  komplexen 
Wert  mit  positivem  imaginärem  Bestandteil  nur  einmal  annimmt. 
Eine  Funktion  dieser  Art  ist 

.  1  +  e-<^+»'^)        .  1  +  pe^^-*'^ 
t  ==  t, -\-  lYl  =  %  -z, ,   .  ■  ,  =  t 


1  —  e-("+^>)  1  _  pe^-»« 

Dem  Punkte  p  =  0  entspricht  hierbei  der  Punkt  t^  =  ^;  dem  Rand- 
punkt V  =  0  der  Unendlichkeitspunkt. 

Alle  Funktionen,  welche  am  Rande  der  Fläche  reelle  Werte  und 
im  Innern  derselben  den  Charakter  rationaler  Funktionen  haben,  sind 
rationale  Funktionen  von  ^  -{-  ir]  mit  reellen  Koeffizienten. 

Jede  reelle  harmonische  Funktion,  welche  am  Rande  der  Fläche 
vorgeschriebene  Werte  U  erhält,  kann  nun  auch  dadurch  gewonnen 
werden,  dass  man  die  entsprechende  Funktion  konstruiert,  welche  am 
Rande    der    Halbebene    die   Werte    U   besitzt.      Ist   0'   ein   beliebiger 

Punkt  im  Innern  von  F^  und  l  ( -,  j  —  go  die  zugehörige  Funktion,  so 

ist  der  Wert  von  u  im  Punkte  0'  gleich 


dGo' 

dn        '  ~dn 


da. 


Man  konstruiere  für  die  Halbebene  |,  ri  diejenige  Funktion,  welche 
aus  M— 7)  —  ^0'  durch  Transformation  gewonnen  wird.     Sind  |o,  ri^  die 

Koordinaten  des  Punktes,  welcher  dem  Punkt  0'  entspricht,  so  lässt 
sich  in  der  Halbebene  zunächst  die  Funktion  leicht  ermittehi,  welche 
im  Punkt  l^,  y^q  und  nur  in  diesem  null  wird,  am  Rande  Werte  mit 
dem  Modul  1  hat,  und  in  der  oberen  Halbebene  nicht  unendlich  wird. 
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Diese  Funktion  ist  bestimmt  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  mit  dem 
Modul  1,  und  abgesehen  von  diesem  Faktor  von  der  Form 

wenn  t,'^  den  konjugierten  Punkt  zu  ^^  bedeutet.*     Also  wird 

und  folglich  ist  längs  des  Randes  der  Fläche  F 

also:  1         /-»  7fc 

Sonach  ist  zur  Darstellung  jedweder  Potentialfunktion  in  einem 
einfach  zusammenhängenden  Gebiet  nur  die  Bestimmung  einer  einzigen 
Funktion  g  erforderlich. 

§47. 

Flächen,  welche  sich  ins  Unendliche  erstrecken,  werden  durch 
Transformation  mittels  reciproker  Radien  in  endliche  verwandelt,  in- 
dem man  den  Pol  der  Transformation  ausserhalb  der  gegebenen  Fläche 
annimmt.  Wird  z.  B.  die  Fläche  F  von  der  Aussenfläche  einer  Kurve  G 
gebildet,  welche  den  Nullpunkt  umschliesst  (die  Fläche  kann  überdies 
noch   beliebig   geschlossene  Randkurven  besitzen),    so   verwandelt   die 

Transformation 

1  gl? 

h,  -{-  irj  =  — ,— T-     oder      x  =  ^- — ^^    V  = 


x  +  iy  i'+n'    ^        r+^' 

dieselbe  in  eine  im  Endlichen  gelegene  Fläche  F.  Hat  man  für  die 
Fläche  F  das  Potential  y  der  natürlichen  Belegung  konstruiert,  wel- 
ches auf  allen  Randkurven  den  konstanten  Wert  F  hat  und  im  Un- 
endlichen sich  verhält  wie  M  — )  (§  27),  so  erhält  man  in  der  Bildfläche 

F'  durch  Transformation  diejenige  Funktion,  welche  am  Rande  den 
konstanten  Wert  F  hat  und  im  Nullpunkt  negativ  logarithmisch 
unendlich  wird.  Bezeichnet  man  also  die  Green  sehe  Funktion,  w^elche 
zum  Nullpunkt  gehört,  mit  g',  die  Entfernungen  von  dem  nämlichen 
Punkt  mit  q',  so  ist  r    / 1  \  "i 

*  Cbristoffel:    Sul    problema    delle    temperature    stazionarie   e  la  rappre- 
sentazione  di  una  data  superficie.     Annali  di  Mat.  S.  II.  T.  I. 
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Ist  für  die  Fläche  F  eine  überall  endliche  Potentialfunktion  mit 
den  Randwerten  C/  gegeben,  so  ist  der  Wert,  welchen  dieselbe  im 
Unendlichen  besitzt,  gleich 

und  dies  ist  gleich   dem  Werte,   welchen  u  im  Nullpunkte  hat,   denn 
es  ist 

G) 


dn^  dn' 


=  -  ^-   /  V -:r—  da. 
2tcJ        dn 


Hat  man  in  der  Fläche  F  die  Funktion  T«  —  ga  konstruiert  (§  28), 
welche  am  Rande  den  konstanten  Wert  —  Ca  hat,  und  im  Unendlichen 
negativ  logarithmisch  unendlich  wird,  so  geht  dieselbe  bei  reciproker 
Transformation  über  in  eine  Funktion,  welche  am  Rande  den  kon- 
stanten Wert  —  Ca  hat,  und  in  zwei  Punkten,  nämlich  im  Nullpunkt 
und  dem  Punkt  a',  welcher  a  entspricht,  bezüglich  negativ  und  positiv 
logarithmisch  unendlich  wird.     Also  ist 

Ta  -9a=  (T'a-  -  Qa)  -  {T' ,  -  <j',)  -  Ca. 

Mithin  ist 

1      rjT(^'^<^       dGa\   -j^ 

1      rjJdT,'      ?Ga-\,,       1      rr,(dl\      2GoAj. 
=  2«,/  ^  W  -  -^)  '^'-  2^J  ^b/  -  -^'-J  '^^ 

diejenige   Potentialfunktion,    welche    im  Punkt  0,    also    auch    im  Un- 
endlichen den  Wert  null  hat,  und  am  Rande  den  Wert 

27t  J       \  dn'         dn'  J  27t  J       dN  ^ 

besitzt,  wie  im  §  28  behauptet  wurde. 

Die  einzelnen  Integrale,  aus  denen  sich  die  harmonische  Funktion  u 
zusammensetzt : 

1     r^^  dT  ^        1     rdü  rrj 
u  =  ^r-       U--~da  -  ^  I^Td(3 

27t J        dn  27tJ    dn 

verwandeln  sich  bei  dieser  Transformation  in  folgender  Weise. 

Bezeichnet  man  mit  «,  h  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
im  Innern  von  F^  mit  Xj  y  die  eines  Randpunktes,  ist  ferner  0  der 
Pol  der  Transformation,  und  wird  die  Entfernung  je  zweier  Punkte 
kurz  mit  {ax),  (Ox)  u.  s.  w.  ausgedrückt,  so  ist* 


*  Neu  mann,    Untersuchungen   über   das   Logarithmische   und   Newtonsche 
Potential,  S.  366. 
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wobei  die  recMe  Seite  die  Koordinaten  a^  ß^^^iq  der  transformierten 
Punkte  entliält.  Bezeichnet  man  die  Logarithmen  der  reciproken 
Entfernungen  mit  Tax  u.  s.  w.,  so  ist 


rp  T  T^  nr  T'  T' 


Mithin  ist 


—  ^(?  =  -^—r  da'     und     /  — —  da  =  /  — -r  do'  =  0  vst, 

n  dn'  J    dn  J   dn' 


und  da 

d 

so  folgt: 


Ist  das  Gebiet  rr,  ?/  im  Endlichen  geschlossen,  und  der  Pol  0  ein 
Punkt  ausserhalb  desselben,  so  ist  auch  die  Bildfläche  ^t^  im  End- 
lichen geschlossen,  und  es  wird 

J    \       dn  dn         /  J    \      dn         dn         / 

Liegt    aber    der  Punkt  0    innerhalb    des    geschlossenen  Gebietes  (xy)^ 
so  enthält  das  Gebiet  (^^  den  Unendlichkeitspunkt,  und  es  wird 

^TcJ    \       dn  dn        /  ^^J    ^       ^^^  ^^         ^ 

Aus  der  Gleichung  Tox-\-  To^=  0  folgt  noch,  dass  man  die  obigen 
Relationen  auch  in  der  einfacheren  Form  schreiben  kann: 

J       \  dn  dn  J  J        dn 

ß^(T..-T.x)da^fl^rT..äa'. 


§48. 

Um  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche,  welche  den  unendlich 
fernen  Punkt  enthält,  und  also  von  dem  äusseren  Gebiet  einer  ge- 
schlossenen Kurve  6  gebildet  wird,  direkt  auf  einen  Kreis  abzubilden, 
hat    man    zu   einem   beliebigen  Punkt  a  im  Innern  dieser  Fläche  die- 
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jenige  Funktion^  sie  heisse  Qay  zu  bilden,  welche  im  Unendlichen  un- 

/1\ 
endlich    wird    wie    l\   -  ]    nnd  deren  Werte  am  Rande  6  sich  nur  um 

eine    Konstante    von    dem    Werte    M  —  I   unterscheiden,    wobei  q  die 

Entfernungen    der   Randpunkte    vom  Punkte    a   bedeuten.     Der  Wert 
dieser  Konstanten  ist  (§  27): 


^=Ä/<i)^^''+^=-^"+^' 


dN 


Ya  ist  der  Wert,  welchen  das  Potential  der  natürlichen  Belegung  im 
Punkte  a  besitzt. 

Bildet  man  nun  die  Funktion  u  =  Ta  —  gay  so  wird  dieselbe  nur 
im  Punkte  a  logarithmisch  unendlich,  hat  am  Rande  ö  den  konstanten 
Wert  ya  —  r  und  ist  im  Unendlichen  null.  Führt  man  einen  Schnitt 
vom  Punkte  a  bis  zu  einem  Randpunkt,  so  ist  auch  die  konjugierte 
Funktion  v  in  dieser  Fläche  eindeutig  und  stetig.     Demnach  wird 

eine  Funktion,  welche  am  Rande  Werte  besitzt,  deren  Modul  gleich 
c^'"">'«  ist,  und  im  Innern  der  Fläche  jeden  Wert  einmal  annimmt, 
dessen  Modul  kleiner  ist  als  dieser  Wert.  Sonach  ist  die  Fläche  auf 
den  Kreis  mit  dem  Radius  e^-r«  abgebildet;  dem  Punkte  a  entspricht 
der  Mittelpunkt  des  Kreises,  dem  unendlich  fernen  Punkt,  ein  Punkt 
der  in  der  Entfernung  1  von  der  Mitte  sich  befindet. 

Soll  der  unendlich  ferne  Punkt  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  ent- 
sprechen, so  hat  man  nur  von  dem  Potential  y  der  natürlichen  Belegung 
und  der  dazu  konjugierten   Funktion  ti   auszugehen.     Die    Gleichung 

vermittelt  die  Abbildung  auf  einen  Kreis  mit  dem  Radius,  €^ . 

§  49. 
Für  geradlinig  begrenzte  Polygone  (deren  Seiten  sich  nicht  durch- 
schneiden), lässt  sich  die  Aufgabe,  die  Aussenfläche  des  Polygons  kon- 
form auf  eine  Halbebene  oder  einen  Kreis  abzubilden,  direkt  lösen, 
indem  man  die  Methode,  welche  von  Herrn  Christof  fei  für  die  ge- 
schlossene Polygonfläche  angewandt  wurde,  etwas  erweitert.*  In  der 
^- Ebene  sei  ein  beliebiges  Polygon  gegeben  mit  den  Eckpunkten 
«1,  «2  •••  ^n  und  den  zugehörigen  äusseren  Winkeln  A^tt,  l^it,  ...  knit. 


*  Derselbe  hat  auch  dieses  Problem  in  einem  Nachtrag  zu  seiner  Arbeit  in 
ähnlicher  Weise  behandelt:  „Sopra  un  problema  proposte  da  Dirichlet'*.  Annali 
di  M.,  S.  2,  T.  IV. 
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Die  Grössen  A  sind  Werte  zwischen  0  und  2,  und  es  ist  Ul  =  n  +  2. 
Da  die  Möglichkeit  der  konformen  Abbildung  auf  die  Halbebene  J 
erwiesen  ist,  wobei  einem  beliebigen  Punkt,  z.  B.  ^  =  i  der  unendlich 
ferne  Punkt  ^  und  einem  beliebigen  Randpunkt  ^  =  oo  ein  beliebiger 
Randpunkt  z  =  a^  zugeordnet  werden  kann,  so  können  wir  behaupten: 
Es  muss  sich  eine  Funktion  z  =  f  {^  finden  lassen,  welche  für  alle 
Punkte  im  Innern  der  oberen  Halbebene  [r]  >  0)  mit  Ausnahme  des 
Punktes  f  =  ^,  durchaus  eindeutig  und  regulär  ist,  so  zwar,  dass  auch 

dz  .  . 

die  Ableitung  —r  daselbst  an  keiner  Stelle  null  wird.    Im  Punkte  t,  =  i 

^     .  c 

wird  z  unendlich,  jedoch  von  der   ersten  Ordnung,   so   dass  z  =  — ^  . 

+  5ß  (?  -  i)  also  g  =  -  ^^,  +  5P  (J  -  i)  wird,  mithin  |  (?  -  if  re- 

gulär  und  von  null  verschieden  bleibt.  Durchläuft  ^  die  Achse  |,  so 
durchläuft  z  eindeutig  die  Peripherie  des  Polygons.  Es  werde  an- 
genommen, dass  der  Punkt  a^  zwischen  den  Punkten  an  und  «^  sich 
befindet.  Den  Eckpunkten  a^,  a^y  ...an  mögen  dann  die  Punkte  «j, 
«2,  ..•  «71  auf  der  ^- Achse  entsprechen;  dieselben  werden  in  positiver 
Richtung  in  der  angegebenen  Reihenfolge  durchlaufen,  wenn  die  Varia- 
bele  z  auf  dem  Polygon  die  Eckpunkte  a^  ...  an  durchläuft.  Da  für 
den  Punkt  ^  =  ao  z  eindeutig  und  regulär  bleibt  (falls  a^  nicht  gerade 
in  eine  Ecke  verlegt  wird,  was  auch  möglich  wäre),  so  ist  g  in  der  Um- 

gebung  von  z  —  a^  von  der  Jj orm  c  = 1 ...  also  —  =  j^ ^ . . . 

und  folglich  muss  ^^  jr  auch   für   ^  =  co    regulär    und   von   null   ver- 

schieden  sein.    Die  TJmgebung  einer  Ecke  a  mit  dem  Winkel  Itc  lässt 

1 

sich  durch  die  Funktion  u  =  (z  —  a)^  konform  auf  die  Umgebung 
des  Punktes  ti  =  0  abbilden,  so  dass  den  beiden  vom  Punkte  a  aus- 
gehenden Schenkeln  die  beiden  Seiten  einer  Geraden  bezüglich  ent- 
sprechen. Jede  andere  Funktion  ^,  durch  welche  die  Umgebung  der 
Ecke  auf  eine  Gerade  abgebildet  wird,  ist  demnach  so  beschaffen,  dass 
sie  eine  konforme  Abbildung  der  Umgebung  von  u  auf  die  Umgebung 
von  ^  herbeiführt,  wobei  einer  Geraden  in  u  eine  Gerade  in  ^  ent- 
spricht. Daraus  kann  geschlossen  werden  (Seite  15),  dass  ^  eine  reguläre 
Funktion  von  u  ist,  die  eindeutig  umkehrbar  sein  muss,  dass  also  in  der 
Umgebung  einer  Ecke  die  Gleichung  besteht: 


^  —  a  =  c  {z  —  a)^ 
a    der   ganzen   Um 

regulär  ist.     Bildet  man  also  das  Produkt 


so  dass  —(^  —  ay—^  in    der   ganzen   Umgebung   des   Punktes    t, 
d^ 


a  -  «,)i-^'^ .. .  (j  -  «j^-^-  (e'+ 1)'= t/^ 
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so  bleibt  dasselbe  in  der  ganzen  oberen  Halbebene  einschliesslich  sämt- 
licher Punkte  der  Achse  ^  eindeutig,  regulär  und  von  null  verschieden, 
und  nur  in  dem  Punkte  ^  =  oo  wird  dieser  Ausdruck  von  der  zweiten 

dz 
Ordnung    null,    weil  —   daselbst   von    dieser    Ordnung    verschwindet, 

während  die  Dimension  der  übrigen  Faktoren  null  ist.  Fügt  man,  um 
dieses  zu  beseitigen,  eine  Funktion  zweiten  Grades  hinzu,  die  in  der 
oberen  Halbebene  nicht  null  wird,  und  zwar  den  Faktor  {t,  -f  0^  ^^  ^^^ 

d2 

dl 

eine  reguläre  Funktion,  die  in  der  oberen  Halbebene  {r]  ^  0)  weder 
null  noch  unendlich  wird,  für  welche  also  auch  log  ^  in  der  oberen 
Halbebene  nicht  unendlich  ,  wird. 

Das  Argument  von     ,  ist  konstant,  solange  ^  eine  Strecke  zwischen 

zwei  Punkten  a  durchläuft,  welche  einer  Seite  des  Polygons  entspricht. 

dz 
Da  beim  Durchgang  durch  einen  Punkt  a    das  Produkt  {t,  —  a)^"^  ~ 

regulär  bleibt,  so  behält  das  Argument  von  (J  —  a)^""^-  —  seinen  kon- 

stanten  Wert  zu  beiden  Seiten  eines  Punktes  a.  Sonach  ist  der  ima- 
ginäre Teil  von  log  il)  eine  harmonische  Funktion,  die  am  Rande  der 
Halbebene  einen  konstanten  Wert  hat,  folglich  überall  in  der  Halb- 
ebene konstant  ist.     Mithin  ist  21^  selbst  eine  Konstante,  also 

^  _  r  (^ -  "')''"' (^ -  "i')''"' ■  •  ■  (^ ~  ""y"~'  =    /•(s) 
di,     ""  (f+1)'  {i^+if 

C      ^ 

Damit  nun  für  g  =  i  der  Quotient  von  der  Form  v^^^  ;n2  +  ?(^~  0 

wird,  also  kein  lineares  Glied  im  Nenner  enthält,  muss  f  (i)  —  if' (i)=^0 
sein,  was  eine  Relation  zwischen  den  n  Unbekannten  «^  ausdrückt. 

Das  Argument  in  der  Konstante  C  ist  bestimmt  durch  die  Rich- 
tung der  Seite  Zj  auf  welcher  der  Punkt  üq  angenommen  ist,  welcher 
dem  Punkte  J  =  oo  entsprechen  soll.     Die  abbildende  Funktion  ist 

z-  a^^t  I — (SM^I¥ 

—  CO 

Der  Modul  der  Konstanten  C,  sowie  die  Werte  von  a^...  an  sind 
eindeutig  bestimmt,  sobald  das  Polygon  z  festgelegt  ist;  sie  sind  aus 
den  transcendenten  Gleichungen  zu  entnehmen: 
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für  Jc  =  Oj  1,  2j  ...n,  wobei  aQ  =  co.  Die  Integrale  können  auch 
längs  der  reellen  Achse  selbst  gebildet  werden,  wenn  man  festsetzt, 
dass  ein  Faktor  (g  —  «y-i  für  ^  <  a  das  Argument  7t  (l  —  i)  und  für 
^  >  a  das  Argument  null  erhält. 

Bildet  man  die  Halbebene  konform  auf  einen  Kreis  der  Ebene  6 

mit  dem  Radius   1  ab,  mittels  der  Substitution  J  ==  i ,  wobei  der 

Punkt  ^=00  dem  Punkte  <?  =  1  entspricht  und  den  Punkten  a^  ...  a^ 

die  Punkte  ßx  ...  ßn,  also  a  =  i  ~ ^,  so  ist 


«„  =  c/^ 


.-a^^V'l^-ß^'-'-^'-ß^^äa 


1 


die  Funktion,  durch  welche  das  Äussere  eines  n-Ecks  konform  auf 
das  Innere  eines  Kreises  abgebildet  wird,  so  dass  dem  Mittelpunkt 
a  =  0  der  unendlich  ferne  Punkt,  dem  Peripheriepunkt  0=1  ein  be- 
stimmter Punkt  «0  entspricht.     Dabei  muss   die  Relation  erfüllt  sein: 

Für  ein  regelmässiges  Polygon  ist  A  =  (l  H j;  setzt  man 

so  erhält  man  die  Abbildung  der  Aussenfläche  dieses  n-Ecks  auf  das 
Innere  eines  Kreises,  wobei  den  Eckpunkten  diejenigen  Punkte  ent- 
sprechen, für  welche  a  gleich  der  n^"""^  Wurzel  aus  —  1  ist.  Die  Seite 
des  Polygons  hat  alsdann  die  Länge: 

7t 
n 

Die  explizite  Darstellung  der  Green  sehen  Funktion  für  die 
Innen-  oder  Aussenfläche  eines  geradlinigen  Polygones  erfordert  also 
die  Lösung  des  ümkehrproblemes  an  einem  Integrale,  das  überdies 
nur  dann  algebraisch  ist,  wenn  sämtliche  Winkel  rationale  Teile  von 
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27C  sind.  Der  algebraische  Charakter  des  Problemes  tritt  aber  hervor, 
wenn  man  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  entwickelt, 
von  deren  Lösung  zugleich  das  allgemeinere  Problem,  die  Abbildung 
eines  von  Kreisbogen  gebildeten  Polygones  auf  die  Halbebene  abhängt. 
Für  diese  Differentialgleichung  wird  auch  der  Unterschied  zwischen 
der  Abbildung  der  Innenfläche  und  der  Aussenfläche  eines  Polygones 
unwesentlich,  da  der  Differential  aus  druck  in  derselben  bei  linearer 
Transformation  invariant  bleibt. 

Die  Bildung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  das 
einfach  zusammenhängende;  von  Kreisbogen  begrenzte  Polygon  ist 
von  Herrn  Schwarz  (Journal  f.  Math.  Bd.  70)  angegeben  worden. 
Die  geometrische  Bedeutung  der  Differentialinvariante  hat  Herr  Poch - 
hammer  (ebd.  Bd.  76)  erörtert. 

Dieselbe  Differentialgleichung  in  entsprechender  Erweiterung  ent- 
wickelte Riemann  für  eine  von  Kreisen  begrenzte,  mehrfach  zu- 
sammenhängende Fläche  in  dem  Fragment:  „Über  das  Gleichgewicht 
der  Elektrizität  auf  Cy lindern  mit  kreisförmigem  Querschnitt"  (Ges. 
Werke  S.  413).  In  vollständiger  Weise  aber  ist  sie  von  Herrn 
Schottky  in  der  früher  genannten  reichhaltigen  Arbeit  über  die 
konforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  Flächen  behandelt 
worden. 


Im  Verlage  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  sind  erscliienen: 

Harnack,   Dr.  Axel,  o.  Professor  der  Mathematik  an  dem  Polytechnikum 
zu  Dresden,  die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung. 

Zur    Einführung    in    das    Studium    dargestellt.      Mit    Figuren    im    Text. 
[VIII  u.  409  S.]    gr.  8.    1881.    geh.  n.  Jl  7.  60. 

Während  neuerdings  insbesondere  in  den  Arbeiten  der  Herren  Dnrego,  Neumann,  Koenigs- 
berger,  Thomas  die  J]lemente  der  Theorie  komplexer  Funktionen  in  einer  Form  behandelt  sind, 
welche  es  auch  dem  Anfänger  ermöglicht,  die  Grundlagen  dieser  Disziplin  genau  zu  studieren,  fehlt 
für  die  Hauptsätze  der  Differential-  und  Integralrechnung  in  ihrer  Anwendung  auf  reelle  wie  auf 
komplexe  Funktionen  eine  zusammenfassende  Darstellung,  welche  in  gleicher  Weise  den  Studierenden 
mit  den  Ergebnissen  neuerer  Arbeiten  bekannt  macht.  Die  Lehrbücher  der  höheren  Analysis  suchen 
hauptsächlich  die  Anwendung  auf  alle  Probleme  kontinuierlich  veränderlicher  Größen  vorzubereiten, 
und  diese  Aufgabe  muß  auch  als  die  wichtigste  bestehen  bleiben,  denn  um  der  Probleme  willen  ist 
der  Kalkül  geschaffen.  Die  Erörterung  deg  einzelnen  Satzes  und  seine  scharfe  Begrenzung  tritt 
jedoch  häufig  zu  sehr  zurück;  selbst  bei  den  späteren  Anwendungen  wird  es  notwendig,  frühere 
Sätze  in  Bezug  auf  ihre  Voraussetzungen  genauer  zu  prüfen,  und  die  anfängliche  Trennung  der 
reellen  und  komplexen  Funktionen  bereitet  bei  dem  Studium  der  Funktionentheorie  neue  Schwierig- 
keiten. 

Der  Verfasser  hat  sich  zur  Herausgabe  dieser  Darstellung  entschlossen,  welche  das  Sjstem 
der  Differential-  und  Integralrechnung  in  seinen  Grundzügen  enthalten  und  in  einer  Weise  erörtern 
soll,  welche  dem  Anfänger  das  Verständnis  erleichtert.  Die  Anwendungen  auf  Probleme  der  Geometrie, 
auf  die  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  etc.  sind  fortgelassen;  dagegen  ist  eine  gewisse  Voll- 
ständigkeit in  allen  Rechnungen ,  besonders  bei  der  Ermittelung  von  Integralen  erstrebt  worden. 
Das  Buch  wünscht  eine  Ergänzung  der  vorhandenen  Lehrbücher  zu  sein,  indem  es  sich  bemüht,  die 
den  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Begriffe  zu  erklären  und  die  bei  den  Lehrsätzen  notwendigen 
Voraussetzungen  hervorzuheben.  Die  Tj'mgrefajcung  des  Inhaltes  ist  durch  die  algebraischen  Funktionen 
und  die  elementaren  Transscendcntcn  gegeben ;  die  Untersuchung  führt  bis  zu  den  neuen  Funktionen, 
welche  aus  der  Integralrechnung  entstehen.  Die  Arbeit  ist  in  4  Bücher  geteilt,  von  denen  die  ersten 
beiden  die  reellen  und  komplexen  Funktionen  nebst  ihren  Differentialquotienten ,  die  beiden  anderen 
das  reelle  und  das  komplexe  Integral  behandeln. 

Naturforschung    und    Naturphilosophie.      Vortrag    gehalten 


in  der   naturwissenschaftlichen  Gresellschaft   zu  Dresden.     [27  S.J    gr.  8. 
1885.    geh.  Ji—.m. 

Legendre,   Adrien-Marie,   Zahlentheorie,     Nach   der   dritten  Ausgabe 
ins  Deutsche  übertragen  von  H.  Maser.     2  Bände,    gr.  8.    geh. 

ä  n.  .//  11.60. 

Dieses  im  Jahre  1830  in  dritter  Ausgabe  unter  dem  Titel  ,, Theorie  des  nombres"  erschienene 
Werk  von  Legendre  nimmt  unstreitig  unter  den  Erzeugnissen  geistiger  Forschung  auf  mathematischem 
Gebiete  einen  sehr  hervorragenden  Platz  ein.  In  eleganter,  leicht  verständlicher  Sprache  behandelt 
dasselbe  alle  bis  zu  jener  Zeit  von  allen  Gelehrten,  vor  allen  aber  von  Legendre  selbst  entdeckten 
Eigenschaften  der  Zahlen,  Dabei  werden  größere  Digressiouen  auf  verwandte  Gebiete,  sei  es  um 
die  nötigen  Hilfsmittel  für  die  Beweisführung  zu  gewinnen,  sei  es  um  die  Bedeutung  der  Zahlen- 
theorie für  andere  mathematische  Disziplinen  zu  erweisen,  nicht  vermieden.  In  dieser  Beziehung 
sind  namentlich  einerseits  die  Lehre  von  den  Kettenbfüchen  und  die  numerische  Auflösung  der 
Gleichungen ,  andrerseits  die  mit  großer  Ausführlichkeit  im  Anschlüsse  an  Gaußsche  Untersuchungen 
behandelte  Theorie  der  Kreisteilungsgleichungen  zu  erwähnen.  Wenn  nun  auch  das  nur  wenige 
Jahre  nach  der  ersten  Ausgabe  des  Ijegendreschen  Werkes  erschienene  Gaußsche  Werk  „Disquisitiones 
arithmeticae"  viele  der  in  ersterem  enthaltenen  Eigenschaften  der  Zahlen  von  einem  höheren  Gesichts- 
punkte aus  betrachtet,  wie  denn  überhaupt  das  Gaußsche  Werk  in  methodischer  Beziehung  große 
Vorzüge  vor  dem  Legendreschen  aufweist  und  hierin  für  spätere  Arbeiten  maßgebend  gewesen  ist, 
so  darf  deshalb  das  Studium  des  letztgenannten  noch  nicht  als  überflüssig  erachtet  werden.  Vielmehr 
enthält  dieses  Werk  des  Interessanten  und  Belehrenden  noch  so  viel,  daß  dasselbe,  zumal  die  in  ihm 
in  Anwendung  gebrachten  Hilfsmittel  und  Methoden  höchst  einfacher  und  elementarer  Natur  sind, 
allen  denen,  welche  sich  eingehender  mit  der  Theorie  der  Zahlen  beschäftigen  wollen,  gewissermaßen 
zum  Vorstudium  für  die  Arbeiten  von  Gauß  und  neuerer  Forscher  nicht  dringend  genug  empfohlen 
werden  kann.  Deshalb  dürfte  es  kein  unnützes  Beginnen  sein,  dieses  Werk,  welches  heutzutage 
kaum  mehr  oder  nur  nach  Aufwendung  bedeutender  Mittel  zu  erhalten  ist,  durch  eine  deutsche 
Übersetzung  wieder  einem  größeren  Leserkreise  zugänglich  zu  machen.  Anmerkungen  und  Zusätze 
sind  aber  dieser  Übersetzung  absichtlich  nicht  beigefügt ,  noch  weniger  sind  Änderungen  innerhalb 
des  Textes  selbst  vorgenommen  worden. 

Pasch,  Dr.  Moritz,  Professor  an  der  Universität  zu  Gießen,  Vorlesungen 
über  neuere  Geometrie.     [IV  u.  202  S.]  gr.  8.     1882.     geh. 

n.  Ji  4.  — . 

Bei  den  bisherigen  Bestrebungen,  die  grundlegenden  1'eile  der  Geometrie  in  eine  Gestalt  zu 
bringen,  welche  den  mit  der  Zeit  verschärften  Anforderungen  entspricht,  ist  der  empirische  Ur- 
sprung der  Geometrie  nicht  mit  voller  Entschiedenheit  zur  Geltung  gekommen.  Wenn  man  die  Geo- 
metrie als  eine  Wissenschaft  auffaßt,  welche,  durch  gewisse  Naturbeobachtungen  hervorgerufen,  aus 
den   unmittelbar    beobachteten   Gesetzen    einfacher  Erscheinungen    ohne    jede   Zuthat    und   auf   rein 


deduktivem  Wege  die  Gesetze  komplizierterer  Erscheinungen  zu  gewinnen  sucht,  so  ist  man  freilich 
genötigt,  manche  üherlieferte  Vorstellung  auszuscheiden  oder  ihr  eine  andere  als  die  übliche  Bedeu- 
tung beizulegen;  dadurch  wird  aber  das  von  der  Geometrie  zu  verarbeitende  Material  auf  seinen 
wahren  Umfang  zurückgeführt  und  einer  Eeihe  von  Kontroversen  der  33oden  genommen. 

Diese  Auffassung  suchen  die  augekündigten  ., Vorlesungen ''  durchziiführen.  Sie  beschäftigen 
sich  aber  im  wesentlichen  nur  mit  den  projektivischen  Eigenschaften  der  Eiguren  und  gehen  nicht 
•weiter,  als  nötig  erschien,  um  etwas  Abgerundetes  zu  geben.  Die  Arbeit  beginnt  mit  der  Aufzäh- 
lung der  erforderlichen  Grundbegriffe  und  Grundsätze  und  schließt  mit  der  Einführung  der  Koordi- 
naten und  der  Koordinatenrechnung  für  Punkte  und  Ebenen.  Eine  wesentliche  Eolge  der  oben  ent- 
wickelten Auffassung  ist  es,  daß  der  Begriff  des  Punktes  erst  in  seiner  letzten  Gestalt  die  Merkmale 
erhält,  welche  man  sonst  von  vornherein  mit  dem  sog.  ,, mathematischen  Punkte"  zu  verbinden  pflegt. 
Die  Maßbegriffe  wurden  zwar  nicht  vollständig  ausgeschlossen,  doch  ist  die  Lehre  von  der  Kongruenz 
nur  bi.s  zur  Aufstellung  des  Polarsystems,  worin  jeder  Ebene  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Normalen 
entspricht,  fortgeführt  worden. 

Pasch,  Dr.  Moritz,  Einleitung  in  die  Differential-  und  Integral- 
Rechnung.    [VIII  u.  188  S.]    Mit  Figuren  im  Text.    gr.  8.    1882.    geh. 

n.  Ji  3.  20. 

Vielleicht  wird  für  manche  Zwecke  eine  Darstellung  brauchbar  sein,  welche,  wie  die  vor- 
liegende, über  die  einleitenden  Teile  der  Differential-  und  Integralrechnung  nicht  hinausgeht,  ihren 
Gegenstand  jedoch  möglichst  genau  und  ausführlich  lu  behandeln  sucht.  Die  Schrift  ist  im  Anschluß 
an  Vorlesungen  über  Infinitesimalrechnung  und  Funktionentheorie  (hauptsächlich  im  Wintersemester 
1878/79)  ausgearbeitet  worden.  Da  sie  nur  als  Ergänzung  zu  Vorlesungen  oder  Lehrbüchern  dienen 
soll,  wurde  der  Stoff  entsprechend  begrenzt;  so  blieben  z.B.  die  Differontialquotienten  höherer  Ord- 
nung außer  Betracht,  ebenso  die  Anwendungen  der  Theöjfiief-;;  dLe  TangQufen'jier  ebenen  Kurven,  so- 
wie Quadratur  und  Rektifikation  sind  nur  herangezogen  ,  um  die  Begrifisbilflung  zu  erläutern.  Für 
die  trigonometrischen  Funktionen  kann  die  elementar -geometrische  Defiijition  bei  der  analytischen 
Untersuchung  nicht  den  Ausgangspunkt  bilden;  indem  jene  Funktionen,  aii^  dem  Kreisbogenintegral 
erzeugt  wurden,  bot  sich  zugleich  Gelegenheit,  dev'i^^griff^des  Integrationsweges  zu  erweitern  und 
die  Periodizität  ohne  Zuziehung  von  komplexen  VariaJjeln  z«  erklären.  Zum  Schluß  werden  die  un- 
endlichen Reihen ,  insbesondere  die  Poteuzreihen  besprochen  und  die  Reihenentwickelungen  der 
elementaren  Funktionen  gegeben. 

Serret,  J.-A.,  Handbuch  der  höheren  Algebra.  Deutsche  Ueber- 
setzung  von  G.  "Wertheim,  Lehrer  an  der  Realschule  der  israelitischen 
Gemeinde  zu  Frankfmt  a.  M.    2  Bände.    2.  Aufl.     gr.  8.     1878.    1879. 

Jl  19.—. 

I.  Band.     [VIII  u.  528  S  ]     1878.  n.  M  9.  — . 

II.      „  [VIII  u.  574  S.J     1879.  n.  Jt  10.  ~. 

Es  giebt  kein  Werk,  welches  die  Theorie  der  Gleichungen  in  der  Vollständigkeit  und 
Klarheit,  wie  die  dritte  Auf  läge  von  Serret,  cours  d'alffebre  siipcrieure  bebandelt,  und  welches  so  sehr 
den  Ansprüchen  genügt,  die  man  an  ein  Handbuch  zu  stellen  liat.  Die  vorliegende  durchaus 
korrekte  Übersetzung  wird  daher  den  deutschen  Mathematikern  sehr  willkommen  sein.  Bedeutende 
Änderungen  sind  nirgends  vorgenommen,  an  einzelneu  Stellen  nur  kleine  Zusätze  gemacht,  so  ist 
z.  B.  die  Tabelle  der  Nr.  316  nach  Jacobi  vervollständigt  worden  u.  s.  w 

membre   de   Tlnstitut   et   du  Bureau   des   longitudes,   Lehrbuch 

der  Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  Genehmigung  des 
Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  Axel  Harnack,  Dr.  und  Professor 
am  Polytechnikum  zu  Dresden.  Zwei  Bände.  Mit  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren,     gr.  8.     geh.  n.  Jl  24.40. 

Einzeln : 
I.Band:  Differentialrechnung-.     [X  u.  567  S.]     1884.  y\.  Ji  10.—. 

II.      „       1.  Hälfte:  Integralrechnung.     [VIII  u.  .380  S.]     1885.  n.  .^  7. 20. 

IL      „       2.      „        Differentialgleichungen.    [VI  u.  .388  S.]   1885.         n.  Jl  7. 20. 

Wertheim,  U.,  Oberlehrer  an  der  Real-  u.  Volksschule  der  israelitischen 
Gemeinde   in  Frankfurt  a.  M.,   Elemente    der  Zahlentheorie.     [IX  u. 

382  S.]     gr.  8.     1887.     geh.  n.  Jf,   8. 40. 

Dies  ]?uch  hat  den  Zweck,  das  Wichtigste  aus  den  Elementen  der  Zahlenthcorie  in  einfacher 
und  übersichtlicher  Darstellung  zu  geben.  Es  werden  darin  also  die  Sätze,  welche  die  Teilbarkeit 
der  Zahlen  betreffen,  die  Kongruenzen  ersten  und  zweiton  Grades,  die  binomische  KouRrueuz  und 
die;  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  bcbandelt.  Jede  dem  Verständnis 
eröffnete  Wahrheit  wird  durch  Beispiele  und  darauf  bezüglicljo  mehr  oder  weniger  vollständig  gelr.ste 
Aufgaben  befestigt.  Durch  diese  wiederholte  Anwendung  hofft  der  Verfasser  den  Studieronden  in 
den  wirklichen  llesitz  der  vorgetragenen  Lehren  zu  setzen  und  ihn  zu  einem  genußreichen  Studium 
der  klassischen  Werke  und  Arbeiten  über  Zahlentlieorie  zu  befähigen. 


U.C.  BERKELEY  UBRAW 

iilillli 


U  DAY  USE 

RETURN  TO  DESK  FROM  WHICH  BORROWED 

LOAN  DEPT. 

This  book  is  due  on  the  last  date  stamped  below,  or 

on  the  date  to  which  renewed. 

Renewed  books  are  subjert  to  immediate  recall. 

Ü^-^^ri^^ 

iiMiiirniS 

'tsP^^^i 

\^^JS^^^Ii'''                         "ÄÖÄnia 

It 


3// 


^'^-^S;*!: 


